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Представлена схема квазистатического эксперимента в линейно вязкоупругом изотропном
цилиндрическом слое, где имеет место состояние, в котором одновременно в двух ортогональных
друг другу направлениях реализуются сдвиговая ползучесть и сдвиговая релаксация. Внешняя
поверхность слоя неподвижна, а определенным образом задавая на внутренней его поверхности
касательные перемещения и сдвиговые напряжения и проводя на этой же поверхности измерения
оставшихся компонент, можно экспериментально подтвердить интегральные соотношения
взаимообратности функций сдвиговой ползучести и сдвиговой релаксации.
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В работе [1] в рамках интегральных определяю-
щих соотношений для линейных изотропных вяз-
коупругих сред с ядрами разностного типа в случае
нерелаксирующего объема предложены возможные,
дополняющие известные, установочные экспери-
менты по определению ядер операторов ̌𝑔β Илью-
шина. Также предложены аналогичные схемы уста-
новочных экспериментов для нахождения ядер опе-
раторов ℎ̌γ, в определенном смысле сопряженных
с ̌𝑔β.

Ниже описывается схема возможного экспери-
мента в линейно вязкоупругом теле с напряженно-
деформируемым состоянием, в котором одновре-
менно в разных сдвиговых направлениях реализу-
ются ползучесть и релаксация. Проводя комбини-
рованный сдвиг при определенным образом задан-
ных граничных условиях и осуществляя измерения
на одной из поверхностей тела, можно эксперимен-
тально подтвердить (проверить) интегральные со-
отношения взаимообратности функций ползучести
и релаксации.
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1. Рассмотрим квазистатическое деформирова-
ние однородного упругого цилиндрического слоя
в области

Ω = {𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 0 ⩽ θ < 2π, −∞ < 𝑧 <∞}, (1)

где (𝑟, θ, 𝑧)–– связанная с осью слоя цилиндриче-
ская система координат. Массовые силы отсутству-
ют, а на поверхностях 𝑟 = 𝑎 и 𝑟 = 𝑏 заданы следую-
щие физические компоненты вектора перемещений
и тензора напряжений:

𝑟 = 𝑎 ∶ 𝑢𝑟 ≡ 0, 𝑢θ = 𝑢0(𝑡), σ𝑟𝑧 = 𝑃0(𝑡);
𝑟 = 𝑏 ∶ 𝑢𝑟 = 𝑢θ = 𝑢𝑧 ≡ 0,

(2)

где 𝑢0(𝑡) и 𝑃0(𝑡)–– известные функции времени,
обеспечивающие квазистатичность напряженно-
деформированного состояния в Ω.

Нетрудно найти [1] точное аналитическое реше-
ние краевой задачи линейной теории упругости в об-
ласти (1) с граничными условиями (2). Это решение
представляет собой суперпозицию двух не завися-
щих друг от друга (𝑟θ)- и (𝑟𝑧)-сдвигов. Выпишем
ненулевые физические компоненты вектора пере-
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мещений и тензоров деформаций и напряжений:

𝑢θ =
𝑎(𝑏2 − 𝑟2)

𝑟(𝑏2 − 𝑎2)
𝑢0, ε𝑟θ = −

𝑎𝑏2

𝑟(𝑏2 − 𝑎2)
𝑢0,

σ𝑟θ = −
2μ𝑎𝑏2

𝑟(𝑏2 − 𝑎2)
𝑢0, 𝑢𝑧 =

𝑎𝑃0

μ
ln

𝑟
𝑏

,

ε𝑟𝑧 =
𝑎

2μ𝑟
𝑃0, σ𝑟𝑧 =

𝑎
𝑟

𝑃0,

(3)

где μ ––модуль сдвига упругого материала.
Пользуясь принципом Вольтерры линейной тео-

рии вязкоупругости [2, 3], из решения (3) можно по-
лучить решение квазистатической краевой задачи
с граничными условиями (2) для материала с опре-
деляющими соотношениями

σαβ(𝑡) =
𝑡

∫

0

𝑅(𝑡 − τ)𝑑εαβ(τ),

εαβ(𝑡) =
𝑡

∫

0

Π(𝑡 − τ)𝑑σαβ(τ),
(4)

где пара индексов (αβ) принимает значения (𝑟θ)
и (𝑟𝑧), 𝑅(𝑡)––функция сдвиговой релаксации,
Π(𝑡)––функция сдвиговой ползучести. Величины
𝑢θ(𝑟, 𝑡), ε𝑟θ(𝑟, 𝑡) и σ𝑟𝑧(𝑟, 𝑡), в выражениях для которых
отсутствует упругий модуль μ, останутся теми же,
что и в (3), а для остальных компонент имеем

σ𝑟θ(𝑟, 𝑡) = −
𝑎𝑏2

𝑟(𝑏2 − 𝑎2)

𝑡

∫

0

𝑅(𝑡 − τ)𝑑𝑢0(τ),

𝑢𝑧(𝑟, 𝑡) = 2𝑎 ln
𝑟
𝑏

𝑡

∫

0

Π(𝑡 − τ)𝑑𝑃0(τ),

ε𝑟𝑧(𝑟, 𝑡) =
𝑎
𝑟

𝑡

∫

0

Π(𝑡 − τ)𝑑𝑃0(τ).

(5)

Положим, что в эксперименте на комбинирован-
ный (𝑟θ)-(𝑟𝑧)-сдвиг вязкоупругого цилиндрическо-
го слоя при заданных 𝑢0(𝑡) и 𝑃0(𝑡) возможно непо-
средственное измерение и вычисление компонент
σ𝑟θ(𝑎, 𝑡) и 𝑢𝑧(𝑎, 𝑡), которые, с другой стороны, из со-
отношений (5) представляются в виде

σ𝑟,θ(𝑎, 𝑡) = −
𝑏2

𝑎(𝑏2 − 𝑎2)

𝑡

∫

0

𝑅(𝑡 − τ)𝑑𝑢0(τ),

𝑢𝑧(𝑎, 𝑡) = −2𝑎 ln
𝑎
𝑏

𝑡

∫

0

Π(𝑡 − τ)𝑑𝑃0(τ).
(6)

2. Возьмем два идентичных толстостенных ци-
линдрических слоя (образца) со связями сдвиговых
напряжений и деформаций (4) и последовательно
проведем сначала с одним, а затем с другим два экс-
перимента. В эксперименте 1 с первым образцом
зададим

𝑢0(𝑡) = 𝑢0
0ℎ(𝑡), 𝑃0(𝑡) = 𝑃 0

0 ℎ(𝑡), (7)

где ℎ(𝑡)––функцияХевисайда. Заметим, что в одном
данном эксперименте реализуются релаксация
применительно к (𝑟θ)-сдвигу и ползучесть приме-
нительно к (𝑟𝑧)-сдвигу. При этом

σ𝑟θ(𝑎, 𝑡) = −
𝑏2𝑢0

0
𝑎(𝑏2 − 𝑎2)

𝑅(𝑡),

𝑢0
𝑧(𝑎, 𝑡) = −2𝑎𝑃 0

0 Π(𝑡) ln 𝑏
𝑎 ,

(8)

причем, как предполагалось выше, функции σ𝑟θ(𝑎, 𝑡)
и 𝑢0

𝑧(𝑎, 𝑡) могут быть найдены из измерений.
В эксперименте 2 со вторым образцом зададим

𝑢0(𝑡) = 𝑢0
𝑧(𝑎, 𝑡), 𝑃0(𝑡) = σ0

𝑟θ(𝑎, 𝑡), (9)

где правые части взяты именно из эксперимен-
та 1, и будем измерять функции времени σ𝑟θ(𝑎, 𝑡)
и 𝑢𝑧(𝑎, 𝑡), которые обозначим σ̃𝑟θ(𝑎, 𝑡) и 𝑢̃𝑧(𝑎, 𝑡) соот-
ветственно.

Эти же две функции можно определить и в ре-
зультате подстановки (8) в (6):

σ̃𝑟θ(𝑎, 𝑡) ≡ γ𝑃 0
0 , 𝑢̃𝑧(𝑎, 𝑡) ≡ γ𝑢0

0, γ =
2𝑏2

𝑏2 − 𝑎2 ln
𝑏
𝑎

. (10)

Безразмерный параметр γ, как видно, зависит толь-
ко от отношения радиусов внешней и внутренней
границ слоя и не зависит от вида функций Π(𝑡)
и 𝑅(𝑡), т. е. от свойств вязкоупругого материала
в рамках линейных определяющих соотношений (4).
При получении формул (10), естественно, была ис-
пользована интегральная взаимообратность функ-
ций ползучести и релаксации [2]:

𝑡

∫

0

Π(𝑡 − τ)𝑑𝑅(τ) =
𝑡

∫

0

𝑅(𝑡 − τ)𝑑Π(τ) = 1. (11)

Из (10) следует, что величины σ̃𝑟θ и 𝑢̃𝑧 от време-
ни не зависят, а с точностью до одного и того же
коэффициента γ совпадают с выбранными в экспе-
рименте 1 постоянными𝑃 0

0 и 𝑢0
0. Совпадение в экспе-

рименте 2 функций σ̃𝑟θ(𝑎, 𝑡) и 𝑢̃𝑧(𝑎, 𝑡) с теоретически-
ми постоянными значениями γ𝑃 0

0 и γ𝑢0
0 естественно

интерпретировать как экспериментальное подтвер-
ждение взаимообратности (11) функций сдвиговой
ползучести и сдвиговой релаксации в линейной тео-
рии вязкоупругости.
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EXPERIMENTAL CONFIRMATION OF THE RECIPROCITY OF CREEP AND
RELAXATION FUNCTIONS IN THE LINEAR THEORY OF VISCOELASTICITY

D. V. Georgievskii𝑎,𝑏
𝑎Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

𝑏Ishlinskii Institute for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS R.F. Ganiev

A scheme of a quasistatic experiment in a linear viscoelastic isotropic cylindrical layer is presented, where
there is a state in which shear creep and shear relaxation are realized simultaneously in two orthogonal
directions to each other. The external surface of the layer is stationary, and by setting tangential displacements
and shear stresses on its inner surface in a certain way and measuring the remaining components on the same
surface, it is possible to experimentally confirm the integral relations of reciprocity of the shear creep and
shear relaxation functions.

Keywords: viscoelasticity, creep, relaxation, torsion, axial shear, set experiment, reciprocal constitutive
relations
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