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ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается задача о стабилизации в верти-

кальном положении жесткого стержня c закреплен-
ным на верхнем конце грузом (перевернутый маят-
ник) с помощью активного динамического гасителя,
подвижная масса которого поступательно переме-
щается вдоль горизонтальной прямой. Управляю-
щей величиной служит сила взаимодействия груза
имассы гасителя.Отклонения стержня от вертикаль-
ного состояния предполагаются малыми, поэтому
динамика системы изучается в линейном прибли-
жении. Требуется за минимальное время привести
стержень в вертикальное состояние и остановить
массу гасителя в заданном положении.

Перевернутый маятник представляет собой
классический пример неустойчивой механической
системы. Задачи управления движением неустой-
чивых объектов изучались в [1–3], где, в частности,
даны решения некоторых задач оптимального по
быстродействию управления. Задача оптимально-
го быстродействия, аналогичная рассматриваемой
ниже, изучалась в [4] для обычного линейного маят-
ника. Методы управления, обеспечивающие оста-
новку колебаний маятника с помощью активного
динамического гасителя без минимизации времени
движения, предложены в [5, 6]. Ниже развит под-
ход, основанный на принципе максимума Понтря-

1 Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского
Российской академии наук, Москва, Россия
* E-mail: anan@ipmnet.ru

гина [7–9] и методике, предложенной А.А. Фельд-
баумом [9], этот подход позволяет для некоторого
класса механических систем сводить задачу опти-
мального управления к аналогичной задаче для си-
стемы меньшей размерности.

Эквивалентной моделью рассматриваемой кон-
струкции может служить следующая двухмассовая
механическая система. Две точечных массы 𝑚1 и 𝑚2
перемещаются вдоль горизонтальной прямой. Пер-
вая масса соединена с неподвижным основанием
пружиной отрицательной жесткости 𝑘 < 0. Вторая
масса соединена с первой посредством привода, ко-
торый генерирует силу 𝑢0. Уравнения движения та-
кой системы имеют вид

𝑚1 ̈ξ1 + 𝑘ξ1 = −𝑢0, 𝑚2 ̈ξ2 = 𝑢0, (1)

где ξ𝑖 — координата 𝑖-й массы на прямой,
𝑖 = 1, 2,�𝑘 < 0. На управляющую силу наложено
ограничение

∣𝑢0∣ ⩽ 𝑈, 𝑈 > 0. (2)
В безразмерных переменных уравнения (1) мо-

гут быть записаны в форме

𝑥̇ = −𝑥 − 𝑢, ̇𝑦 = −𝑦 − 𝑢, ̇𝑣 = 𝑢, ̇𝑧 = 𝑣. (3)

Ограничение (2) примет вид
∣𝑢∣ ⩽ 1. (4)

С помощью критерия Калмана [10] нетрудно
убедиться, что система (3) вполне управляема. Ис-
ходная задача теперь формулируется следующим
образом.
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36 АНАНЬЕВСКИЙ

З а д а ч а 1. Найти управление в форме обратной
связи, т.е. как функцию 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧), которое удовле-
творяет условию (4) и обеспечивает приведение систе-
мы (3) в начало координат за минимальное время.

Согласно принципу максимума для любого на-
чального состояния оптимальное управление пред-
ставляет собой кусочно-постоянную функцию вре-
мени, принимающую значения 1 и −1. В дальней-
шем будем называть траектории движения системы
с управлением 𝑢 = 1положительными, а с управлени-
ем 𝑢 = −1 –– отрицательными. Преобразование цен-
тральной симметрии относительно начала коорди-
нат, что соответствует одновременной смене знака
у всех фазовых переменных 𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧 и управления 𝑢,
переводит положительные траектории в отрицатель-
ные и наоборот.

Собственные числа системы (3) равны −1, 1, 0,
0. Известно [7], что для системы порядка 𝑛, все соб-
ственные числа которой вещественны, оптимальное
по быстродействию управление имеет не более 𝑛 − 1
переключений. Следовательно, в сформулирован-
ной задаче оптимальное управление имеет не более
3 переключений. Предложенное ниже решение со-
стоит в указании областей фазового пространства,
где управление принимает значение +1, где −1, а так-
же в описании множеств, на которых происходит
переключение управления.

ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ДЛЯ ПОДСИСТЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА
Найдем сначала оптимальное по быстродей-

ствию управление 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющее усло-
вию (4) и приводящее в начало координат систему
второго порядка

𝑥̇ = −𝑥 − 𝑢, ̇𝑦 = 𝑦 − 𝑢, (5)

содержащую только два первых уравнения (3). Дан-
ная система неустойчива по переменной 𝑦, так как
соответствующее 𝑦 собственное число равно 1. Сле-
довательно, при ограничении (4) множество началь-
ных состояний, из которых возможно приведение
системы в начало координат, представляет собой
полосу 𝐺 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 ∶  ∣𝑦∣ < 1}.

Собственные числа системы (5) вещественны,
поэтому оптимальное управление имеет одно пере-
ключение, принимает значения 1 и −1, а приведе-
ние системы в начало координат состоит из двух
этапов: на первом этапе 𝑢 = −1, а на втором 𝑢 = 1
(первый сценарий), либо наоборот, сначала 𝑢 = 1, за-
тем 𝑢 = −1 (второй сценарий). Преобразование цен-
тральной симметрии относительно начала коорди-
нат переводит один сценарий движения в другой.

Решения системы (3) имеют вид

𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒−𝑡 + 1,   𝑦(𝑡) = 𝑐2𝑒𝑡 − 1, если 𝑢 = −1;
𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒−𝑡 − 1,   𝑦(𝑡) = 𝑐2𝑒𝑡 + 1,   если 𝑢 = 1. (6)

Отрицательные траектории, вдоль которых си-
стема (5) приходит в начало координат, лежат на
кривой Γ1

−, заданной уравнением

𝑥 =
𝑦

1 + 𝑦
, 𝑦 < 0,

а положительные траектории, идущие в начало ко-
ординат, лежат на кривой Γ1

+, заданной уравнением

𝑥 =
𝑦

1 − 𝑦
, 𝑦 > 0.

Вместе эти кривые составляют кривую Γ1 = Γ1
− ∪ Γ1

+,
на которой происходит переключение управления.

Рассмотрим первый сценарий оптимального
движения, при котором сначала система (5) с управ-
лением 𝑢 = −1 приходит на кривую Γ1

+, а затем вдоль
этой кривой под действием управления 𝑢 = 1 –– в на-
чало координат. Множество начальных состояний
(𝑥0, 𝑦0) для такого движения составляет область 𝐺−,
заключенную между прямой 𝑦 = −1 и кривой Γ1.

Пусть в момент времени 𝑡3 > 0 отрицатель-
ное решение системы (5) с начальным состояни-
ем (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐺− попадает на кривую Γ1

+ в точке
𝑥1 = 𝑥(𝑡3),�𝑦1 = 𝑦(𝑡3). Зададим в области 𝐺− функции
𝐶− и 𝐷−:

𝐶−(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)(𝑦 + 1),
𝐷−(𝑥, 𝑦) = (𝐶−(𝑥, 𝑦) + 1) (𝐶−(𝑥, 𝑦) + 9) .

(7)

Из (6) следует, что рассматриваемое решение
проходит по гиперболе (𝑥 − 1)(𝑦 + 1) = 𝐶−(𝑥0, 𝑦0),
поэтому

𝑥1 =
𝑦1

1 − 𝑦1
, (𝑥1 − 1)(𝑦1 + 1) = 𝐶−(𝑥0, 𝑦0).

Отсюда вытекает, что

𝑦1 =
−(𝐶−(𝑥0, 𝑦0) + 1) +

√
𝐷−(𝑥0, 𝑦0)

4
> 0,

а время движения из точки (𝑥0, 𝑦0) до кривой пере-
ключений Γ1 как функция переменных 𝑥0, 𝑦0 зада-
ется выражением

𝑡3(𝑥0, 𝑦0) = ln
3 −𝐶−(𝑥0, 𝑦0) +

√
𝐷−(𝑥0, 𝑦0)

4(1 + 𝑦0)
. (8)

В момент прихода траектории на кривую Γ1 про-
исходит переключение управления на 𝑢 = 1. Время
движения вдоль кривой Γ1 до начала координат как
функция переменных 𝑥0, 𝑦0 вычисляется так:

𝑡4(𝑥0, 𝑦0) = ln
𝐶−(𝑥0, 𝑦0) + 5 +

√
𝐷−(𝑥0, 𝑦0)

4
. (9)

Если же начальное состояние (𝑥0, 𝑦0) лежит в об-
ласти 𝐺+, заключенной между прямой 𝑦 = 1 и кри-
вой Γ1, то применяется второй сценарий. В этом
случае время движения 𝑡3 до кривой Γ1 и время дви-
жения 𝑡4 вдоль этой кривой до начала координат
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задаются выражениями

𝑡3 = ln
3 −𝐶+(𝑥0, 𝑦0) +

√
𝐷+(𝑥0, 𝑦0)

4(1 − 𝑦0)
,

𝑡4 = ln
𝐶+(𝑥0, 𝑦0) + 5 +

√
𝐷+(𝑥0, 𝑦0)

4
.

Здесь

𝐶+(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 1)(𝑦 − 1),
𝐷+(𝑥, 𝑦) = (𝐶+(𝑥, 𝑦) + 1)(𝐶+(𝑥, 𝑦) + 9),

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺+.

ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ДЛЯ ПОДСИСТЕМЫ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА
Рассмотрим теперь задачу быстродействия для

системы, состоящей из первых трех уравнений (3):

𝑥̇ = −𝑥 − 𝑢, ̇𝑦 = 𝑦 − 𝑢, ̇𝑣 = 𝑢. (10)

Оптимальное управление для данной системы
имеет не более двух переключений и состоит из трех
этапов: на первом этапе 𝑢 = 1, на втором 𝑢 = −1, на
третьем 𝑢 = 1 (первый сценарий), или сначала 𝑢 = −1,
затем 𝑢 = 1, а на заключительном этапе снова 𝑢 = −1
(второй сценарий).

Решение системы (10) имеет вид

𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒−𝑡 + 1, 𝑦(𝑡) = 𝑐2𝑒𝑡 − 1,
𝑣(𝑡) = −𝑡 + 𝑐3, если 𝑢 = −1;
𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒−𝑡 − 1, 𝑦(𝑡) = 𝑐2𝑒𝑡 + 1,
𝑣(𝑡) = 𝑡 + 𝑐3, если 𝑢 = 1.

(11)

Поскольку первые два уравнения у систем (3)
и (10) совпадают, то совпадают и выражения для пе-
ременных 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) в (6) и (11), т.е. траектории дви-
жения системы (3) представляют собой проекции
на плоскость 𝑣 = 0 траекторий системы (10).

Опишем оптимальное движение системы при
первом сценарии управления. На третьем, заключи-
тельном, этапе система (10) приходит в начало ко-
ординат под действием управления 𝑢 = 1 вдоль кри-
вой Γ2

+, которая задается уравнениями

𝑥 =
𝑦

1 − 𝑦
, 𝑣 = ln(1 − 𝑦), 𝑦 ⩾ 0. (12)

Кривая Γ2
+ представляет собой проекцию кри-

вой Γ1
+ на плоскость 𝑣 = 0.

На втором этапе система движется под действи-
ем управления 𝑢 = −1 вдоль поверхности 𝑆1

− до кри-
вой Γ2

+. Эта поверхность образована семейством по-
лутраекторий системы (10) с управлением 𝑢 = −1,
оканчивающихся на кривой Γ2

+, и задается в пара-
метрической форме соотношениями

𝑥(𝑡3, 𝑡4) = 𝑒𝑡3+𝑡4 − 2𝑒𝑡3 + 1,
𝑦(𝑡3, 𝑡4) = −𝑒−(𝑡3+𝑡4) + 2𝑒−𝑡3 − 1,

𝑣(𝑡3, 𝑡4) = 𝑡3 − 𝑡4, 𝑡3 > 0, 𝑡4 ⩾ 0.
(13)

Здесь 𝑡3 –– время движения на втором этапе, т.е. из
точки (𝑥(𝑡3, 𝑡4), 𝑦(𝑡3, 𝑡4), 𝑣(𝑡3, 𝑡4)) ∈ 𝑆− до кривой Γ2

+,
а 𝑡4 –– время движения вдоль кривой Γ2

+ до нуля на
третьем этапе. Эти времена равны временам дви-
жения системы (5) на первом и втором этапах соот-
ветственно и вычисляются по формулам (8) и (9),
в которых 𝑥0 = 𝑥(𝑡3, 𝑡4),�𝑦0 = 𝑦(𝑡3, 𝑡4).

В декартовых координатах поверхность 𝑆1
− пред-

ставляет собой график функции

𝑓−(𝑥, 𝑦) = ln
3 −𝐶− +

√
𝐷−

(𝐶− + 5 +
√

𝐷−) (𝑦 + 1)
,

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺− ∪ Γ2
−,

(14)

величины 𝐶−(𝑥, 𝑦) и 𝐷−(𝑥, 𝑦) задаются выражения-
ми (7).

При втором сценарии управления на третьем
этапе, где 𝑢 = −1, траектории системы (10) приходят
в начало координат вдоль кривой Γ2

−, которая сим-
метрична кривой Γ2

+ относительно нуля и задается
уравнением

𝑥 =
𝑦

1 + 𝑦
,  𝑧 = − ln(1 + 𝑦),  𝑦 ⩽ 0.

С учетом симметрии поверхность 𝑆1
+, вдоль кото-

рой система (10) при 𝑢 = 1 движется на втором этапе
при втором сценарии управления, может быть опи-
сана как график функции

𝑓+(𝑥, 𝑦) = −𝑓−(−𝑥,−𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺+ ∪ Γ2
+.

Поверхности 𝑆1
− и 𝑆1

+ “склеиваются” на кривой
Γ2 = Γ2

+ ∪ Γ2
− и образуют поверхность 𝑆1 = 𝑆1

− ∪ 𝑆1
+,

которая представляет собой график непрерывной
функции 𝑓, заданной на множестве 𝐺 соотношени-
ями:

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

𝑓−(𝑥, 𝑦), если (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺− ∪ γ−;

𝑓+(𝑥, 𝑦), если (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺+ ∪ γ+.

Поверхность 𝑆1 в декартовых координатах опи-
сывается уравнением

𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑦) (15)

и разбивает область допустимых начальных состоя-
ний

𝑄 = 𝐺 × 𝑅1
= {(𝑥, 𝑦, 𝑣)∶ −∞ < 𝑥, 𝑣 <∞, ∣𝑦∣ < 1}

на две подобласти, одна из которых лежит выше 𝑆1,
обозначим ее через 𝑄+, а другая –– ниже, обозначим
ее через 𝑄−.

В [11] установлено, что положительные траекто-
рии пересекают поверхность 𝑆1 сверху вниз, т.е. из
области 𝑄+ в область 𝑄−, а отрицательные –– снизу
вверх. Там же сформулирован следующий алгоритм
оптимального по быстродействию приведения си-
стемы (10) в начало координат: если 𝑣 > 𝑓(𝑥, 𝑦), т.е.
начальное состояние (𝑥, 𝑦, 𝑣) лежит выше поверхно-
сти переключений 𝑆1, то на первом этапе следует
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выбирать 𝑢 = 1; если 𝑣 < 𝑓(𝑥, 𝑦), т.е. начальное состо-
яние лежитнижеповерхности𝑆1, то на первом этапе
должно быть 𝑢 = −1. В случае, если начальное состоя-
ние лежит на поверхности 𝑆1, т.е. 𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑦), первый
этап отсутствует. Когда траектория системы попадет
на поверхность 𝑆1, управление меняет знак и дви-
жение продолжается по этой поверхности до дости-
жения траекторией кривой переключений Γ2. Здесь
управление вновь меняет знак, и система приходит
в начало координат вдоль кривой Γ2.

ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ДЛЯ ИСХОДНОЙ СИСТЕМЫ

Оптимальное движение для системы (3) состоит
из четырех этапов. Рассмотрим подробнее один из
двух возможных сценариев управления, а именно
тот, при котором на первом и третьем этапах 𝑢 = −1,
а на второми четвертом 𝑢 = 1. Здесь, как и выше, пре-
образование центральной симметрии относительно
начала координат переводит один сценарий управ-
ления в другой. Через 𝑡𝑖 обозначим время движения
на 𝑖-м этапе, 𝑖 = 2, 3, 4.

Поскольку первые три уравнения систем (3)
и (10) совпадают, то текущие координаты 𝑥, 𝑦, 𝑣 ре-
шений обеих систем задаются выражениями (11).
Следовательно, траектории движения системы (10)
представляют собой проекции на подпространство
𝑧 = 0 траекторий системы (3). Поведение координа-
ты 𝑧 решения системы (3) определяется соотноше-
ниями

𝑧(𝑡) = 𝑐4𝑧 + 𝑐3𝑣𝑡 − 𝑡2/2, если 𝑢 = −1;
𝑧(𝑡) = 𝑐4𝑧 + 𝑐3𝑣𝑡 + 𝑡2/2, если 𝑢 = 1.

Описание оптимального движения начнем с по-
следнего, четвертого, этапа. На этом этапе систе-
ма (10) приходит в начало координат по положитель-
ной траектории, которая лежит на кривой Γ3

+, зада-
ваемой уравнениями

𝑥 =
𝑦

1 − 𝑦
, 𝑣 = ln(1− 𝑦), 𝑧 = ln2

(1− 𝑦), 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1. (16)

Сравнивая (12) и (16), можем заключить, что кри-
вая Γ2

+ представляет собой проекцию кривой Γ3
+ на

подпространство 𝑧 = 0.
Оптимальное управление на четвертом этапе для

полной системы совпадает с управлением на послед-
нем этапе для рассмотренных выше подсистем вто-
рого и третьего порядка, оптимальная траектория
проецируется на соответствующие траектории этих
подсистем, а время движения всех систем на послед-
нем этапе одинаково и равно 𝑡4.

На третьем этапе система движется по отри-
цательной траектории вдоль двумерной поверхно-
сти 𝑆2

− до кривой Γ3
+ в течение времени 𝑡3. Эта по-

верхность образована семейством полутраекторий
системы (3) с управлением 𝑢 = −1, оканчивающихся

на кривой Γ2
+, и задается в параметрической форме

так:

𝑥(𝑡3, 𝑡4) = 𝑒𝑡3+𝑡4 − 2𝑒𝑡3 + 1,
𝑥(𝑡3, 𝑡4) = −𝑒−(𝑡3+𝑡4) + 2𝑒−𝑡3 − 1,

𝑣(𝑡3, 𝑡4) = 𝑡3 − 𝑡4,

𝑧(𝑡3, 𝑡4) =
𝑡2
4
2
+ 𝑡4𝑡3 −

𝑡2
3
2

, 𝑡4 > 0, 𝑡3 ⩾ 0.

(17)

Здесь первые три соотношения совпадают с соотно-
шениями (13), поэтомуповерхность𝑆1

− представляет
собой проекцию поверхности 𝑆2

− на подпростран-
ство 𝑧 = 0. Кроме того, оптимальная траектория пол-
ной системы на этом предпоследнем этапе проеци-
руется на соответствующие оптимальные траекто-
рии на предпоследних этапах рассмотренных выше
подсистем, а управления и времена движения сов-
падают.

Для описания поверхности 𝑆2
− в декартовых ко-

ординатах необходимо к уравнению (15) добавить
выражение для координаты 𝑧, подставив в последнее
соотношение (17) следующие значения величин 𝑡3
и 𝑡4:

𝑡3 = ln
3 −𝐶−(𝑥, 𝑦) +

√
𝐷−(𝑥, 𝑦)

4(𝑦 + 1)
,

𝑡4 = ln
𝐶−(𝑥, 𝑦) + 5 +

√
𝐷−(𝑥, 𝑦)

4
.

На втором этапе оптимальное движение проис-
ходит по положительной траектории вдоль трехмер-
ного многообразия 𝑀+ до поверхности 𝑆2

− в течении
времени 𝑡2. Многообразие 𝑀+ образовано семей-
ством полутраекторий системы (3) с управлением
𝑢 = 1, оканчивающихся на поверхности 𝑆2

−, и задает-
ся в параметрической форме соотношениями:

𝑥(𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 𝑒𝑡2+𝑡3+𝑡4 − 2𝑒𝑡2+𝑡3 + 2𝑒𝑡2 − 1,
𝑦(𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = −𝑒−(𝑡2+𝑡3+𝑡4) + 2𝑒−(𝑡2+𝑡3) − 2𝑒−𝑡2 + 1,

𝑣(𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = −𝑡4 + 𝑡3 − 𝑡2,

𝑧(𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
(𝑡4 + 𝑡2)

2

2
−

𝑡2
3
2
+ (𝑡4 − 𝑡2)𝑡3,

𝑡4 > 0,  𝑡2, 𝑡3 ⩾ 0.

Пусть (𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧) ∈ 𝑀+ –– точка, в которой траек-
тория впервые попадает на многообразие 𝑀+, про-
исходит первое переключение управления и начи-
нается второй этап. Время движения на втором эта-
пе 𝑡2 какфункцияпеременных 𝑥, 𝑦, 𝑣 равняется един-
ственному положительному корню уравнения

𝑣 + 𝑡2 = 𝑓− ((𝑥 + 1)𝑒−𝑡2 − 1, (𝑦 − 1)𝑒𝑡2 + 1) , (18)

функция 𝑓− определена в (14). Времена движения
на третьем и четвертом этапах 𝑡3 и 𝑡4 как функции
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переменных 𝑥, 𝑦, 𝑣 вычисляются по формулам

𝑡3 = ln
3 − 𝑃(𝑥, 𝑦) +

√
𝑄(𝑥, 𝑦)

4 ((𝑦 − 1)𝑒𝑡2 + 2)
,

𝑡4 = ln
𝑃(𝑥, 𝑦) + 5 +

√
𝑄(𝑥, 𝑦)

4
.

(19)

Здесь

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝐶−((𝑥 + 1)𝑒−𝑡2 − 1, (𝑦 − 1)𝑒𝑡2 + 1),
𝑄(𝑥, 𝑦) = (𝑃(𝑥, 𝑦) + 1)(𝑃(𝑥, 𝑦) + 9).

Многообразие 𝑀+ описывается уравнением
𝑧 = 𝐹+(𝑥, 𝑦, 𝑣) и представляет собой графикфункции
𝐹+(𝑥, 𝑦, 𝑣), заданной в области 𝑄+ с помощью выра-
жения

𝐹+(𝑥, 𝑦, 𝑣) =
(𝑡4 + 𝑡2)

2

2
−

𝑡2
3
2
+ (𝑡4 − 𝑡2)𝑡3,

в которое нужно подставить значения 𝑡2, 𝑡3 и 𝑡4, вы-
численные с помощью соотношений (18), (19).

При втором сценарии переключение управле-
ния происходит на множествах 𝑀−,�𝑆2

+ и Γ3
−, кото-

рые симметричны относительно начала координат
множествам 𝑀+,�𝑆2

− и Γ3
+ соответственно. Многооб-

разие 𝑀−, вдоль которого система (3) при 𝑢 = −1 дви-
жется на втором этапе при втором сценарии управ-
ления, может быть описано как график функции

𝐹−(𝑥, 𝑦, 𝑣) = −𝐹+(−𝑥,−𝑦,−𝑣), (𝑥, 𝑦, 𝑣) ∈ 𝑄−.

Многообразия 𝑀− и 𝑀+ “склеиваются” на по-
верхности 𝑆2 = 𝑆2

+ ∪ 𝑆2
− и образуют многообразие

𝑀 =𝑀− ∪ 𝑀+, которое представляет собой график
непрерывной функции 𝐹, заданной на множестве 𝑄
формулой

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑣) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

𝐹−(𝑥, 𝑦, 𝑣), если (𝑥, 𝑦, 𝑣) ∈ 𝑄− ∪ 𝑆−;

𝐹+(𝑥, 𝑦, 𝑣), если (𝑥, 𝑦, 𝑣) ∈ 𝑄+ ∪ 𝑆+.

Многообразие 𝑀 разбивает область допустимых
начальных состояний

𝐻 = {(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧)∶ −∞ < 𝑥, 𝑣, 𝑧 <∞, ∣𝑦∣ < 1}

на две подобласти, одна из которых, обозначим ее
через 𝐻+, лежит выше 𝑀, т.е. там выполнено нера-
венство 𝑧 > 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑣), а другая, которую обозначим
через 𝐻−, лежит ниже 𝑀, там 𝑧 < 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑣).

У т в е рж д е ни е 1. Отрицательные траектории
системы (3) пересекают многообразие 𝑀 на участ-
ке 𝑀+ сверху вниз, т.е. из области 𝐻+ в область 𝐻−,
а положительные –– на участке 𝑀− снизу вверх, т.е.
из области 𝐻− в область 𝐻+.

Доказательство этого утверждения основано на
том, что скалярное произведение нормали к мно-
гообразию 𝑀 и векторного поля системы (3) на
участке 𝑀+ отрицательно, а на участке 𝑀− положи-
тельно.

Сформулируем теперь алгоритм оптимального
по быстродействию управления полной системой.

Если точка (𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧) не лежит на многообразии 𝑀,
то

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

−1,   если�𝑧 > 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑣);

1,   если�𝑧 < 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑣).

Оптимальное движение из этой точки состоит
из четырех этапов. Первый этап заканчивается, ко-
гда траектория достигнет многообразия 𝑀, здесь
происходит первое переключение управления. На
втором этапе движение продолжается по много-
образию 𝑀.

Если (𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧) лежит на многообразии 𝑀, но не
принадлежит поверхности 𝑆2, то

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

−1,   если�𝑣 > 𝑓(𝑥, 𝑦);

1,   если�𝑣 < 𝑓(𝑥, 𝑦).

В этом случае первый этап отсутствует, а оп-
тимальное движение состоит из трех этапов. Вто-
рой этап заканчивается, когда траектория достигнет
поверхности 𝑆2. Здесь происходит переключение
управления, дальнейшее движение продолжается
вдоль поверхности 𝑆2.

Если (𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧) лежит на поверхности 𝑆2, но не
принадлежит кривой Γ3, то

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−1,   если�𝑥 >
𝑦

1 − ∣𝑦∣
;

1,   если�𝑣 <
𝑦

1 − ∣𝑦∣
.

В этом случае оптимальное движение состоит
только из третьего и четвертого этапов и третий
этап заканчивается, когда траектория достигнет кри-
вой Γ3. На кривой Γ3 управление задается так:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑧) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

−1,   если�𝑥 < 0;

1,   если�𝑥 > 0.

Отсюда система достигает начала координат за
один этап без переключения управления.
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SYNTHESIS OF TIME-OPTIMAL CONTROL FOR A INVERTED PENDULUM
WITH A DYNAMIC ABSORBER

I. M. Ananievski𝑎
𝑎Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS F. L. Chernousko

We consider a fourth-order linear system that describes the dynamics of a linearized inverted pendulum
controlled by an active dynamic absorber. The control variable is the force of interaction between the
pendulum and the moving mass of the absorber, limited in magnitude. Using Pontryagin’s maximum
principle, the problem of synthesizing an optimal control that brings the system to a state of rest in aminimum
time is solved.

Keywords: linear controlled system, inverted pendulum, active dynamic absorber, time-optimal control,
maximum principle
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