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Исследованы симметрии классической модели Гейзенберга. Показано, что такими симметриями
являются группы конформных преобразований и вращений. Изучена инвариантность вихревых
структур относительно группы вращений. Применение найденных преобразований группы
вращений полей к уже найденным решениям модели Гейзенберга (таким как инстантоны, вихревые
“мишени” и “спирали”) порождает другие структуры –– также решения этой модели, свойства
которых определяются исходными структурами.
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К настоящему времени симметрийные методы
эффективны при изучении многих теоретических
моделей. Особый интерес представляют свойства
уравнений относительно преобразований групп Ли,
зависящих от зависимых и независимых перемен-
ных. Детальное обсуждение и применение симмет-
рий к различным дифференциальным уравнениям
изложено, например, в монографиях [1–4]. Несмот-
ря на интенсивное изучение этих модельных уравне-
ний в различных областях физики, в теории магнит-
ных явлений исследованы только законы сохране-
ния и вариационные свойства динамических урав-
нений классической модели Гейзенберга [5].

Цель этой работы –– исследовать инвариантные
свойства стационарных уравненийклассическоймо-
дели Гейзенберга в плоскости. В континуальном
приближении статические магнитные структуры
определяются минимизацией энергии

𝐸 = ∫∫ 𝐸0d𝑥d𝑦

с плотностью

𝐸0 =

3

∑
𝑖=1

1
2

𝐽 (∇𝑛𝑖) (∇𝑛𝑖) (1)

в безразмерных переменных. Модель Гейзенбер-
га (1) для классических спинов часто называется
𝑂(3)-моделью в трехмерном пространстве. Она име-
ет многочисленные приложения в теории поля и фи-
зике жидких кристаллов [5].
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Для описания структур удобно воспользоваться
следующей параметризацией единичного вектора n:

n = (cosΦ sinθ, sinΦ sinθ, cosθ) , (2)

где Φ, θ –– сферические координаты. Тогда уравне-
ния модели (1) записываются в простом виде:

Δθ −
1
2
sin2θ (∇Φ)2 = 0, (3)

2 cosθ (∇θ ⋅ ∇Φ) + sinθΔΦ = 0. (4)

Вихревые распределения параметра порядка
(вихри)широко используются в физике конденсиро-
ванных сред. В теории магнетизма к таким структу-
рам относятся плоские вихри (мероны), инстантоны
[6, 7] и скирмионы в несоизмеримых двумерныхмаг-
нетиках, предсказанные много лет назад. Помимо
академического интереса такие структуры важны
для спинтронной промышленности, где они рас-
сматриваются как перспективные объектыпереноса
и хранения информации.

В этой работе мыисследуем инвариантность маг-
нитных структур-точных решений (3), (4), в частно-
сти вихревых структур. В первом разделе мы с помо-
щью инфинитезимальных преобразований находим
группы симметрии искомых уравнений. Они состо-
ят из группы конформной группы и группы враще-
ний. Во втором разделе мы изучаем преобразование
вихревых структур поля Φ, зависящих от параметра
𝑎 ∈ 𝑅. Это позволяет по известным решениям по-
строить новые. Выясняется, что для инстантонных
структур преобразованное полеΦпомимоначально-
го состояния –– вихря –– включает антивихрь и бес-
конечное число вихрей и антивихрей для магнитной
мишени и спирали.
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14 БОРИСОВ, ДОЛГИХ

1. ГРУППА СИММЕТРИИ МОДЕЛИ
Найдем группу симметрии уравнений (3), (4), т.е.

обратимые локальные преобразования переменных
θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2 к новым переменным θ (𝑥1, 𝑥2), Φ (𝑥1, 𝑥2),
𝑥1, 𝑥2:

θ = θ (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎) ,
Φ = Φ (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎) ,
𝑥1 = 𝑥1 (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎) ,
𝑥2 = 𝑥2 (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎)

(5)

с групповыми свойствами, при которых уравне-
ния (3), (4) сохраняют свой вид в новых независи-
мых переменных 𝑥1, 𝑥2:

Δθ −
1
2
sin2θ (∇Φ)2 = 0,

2 cosθ (∇θ ⋅ ∇Φ) + sinθΔΦ = 0. (6)
Здесь 𝑎 ∈ 𝑅 –– параметр. Построение группы сим-
метрии эквивалентно определению инфинитези-
мальных преобразований (5) с параметром 𝑎 ≪ 1:

𝑥1 = θ + 𝑎𝐵1 (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎) ,
𝑥2 = θ + 𝑎𝐵2 (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎) ,
θ = θ + 𝑎𝐵3 (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎) ,
Φ = Φ + 𝑎𝐵4 (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎) .

(7)

Подстановка (7) в (6) позволяет найти функции 𝐵𝑖
(𝑖 = 1 … 4) в следующем виде:

𝐵𝑖 (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎) = 𝐵𝑖 (𝑥1, 𝑥2) (𝑖 = 1, 2),
𝜕𝑥2𝐵1 = −𝜕𝑥1𝐵2, 𝜕𝑥1𝐵1 = 𝜕𝑥2𝐵2,

𝐵𝑖 (θ, Φ, 𝑥1, 𝑥2, 𝑎) = 𝐵𝑖 (θ, Φ) (𝑖 = 3, 4),
𝐵3 = 𝑎1 cosΦ + 𝑎2 sinΦ,

𝐵4 = 𝑎3 + ctgθ (𝑎2 cosΦ − 𝑎1 sinΦ) .

(8)

В итоге преобразования переменных 𝑥1, 𝑥2, не за-
висящие от полей θ, Φ, и есть инфинитезимальные
конформные преобразования:

𝑧 = 𝑧 + 𝑎𝐹(𝑧), 𝑧∗ = 𝑧∗ + 𝑎 (𝐹(𝑧))∗

(𝑧 = 𝑥1 + 𝑖 𝑥2, 𝑧∗ = 𝑥1 − 𝑖 𝑥2) ,
где 𝐹(𝑧)–– произвольная функция. Преобразова-
ния (7) полей θ, Φ характеризуются генератором

𝐺 = 𝐵3𝜕θ +𝐵4𝜕Φ (9)
c тремя независимыми параметрами 𝑎𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3).
Поэтому инфинитезимальные симметрии образуют
трехмерную алгебру Ли с линейной оболочкой, со-
стоящей из трех линейно независимых операторов
𝑀𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3)

𝑀1 = ctgθ sinΦ
𝜕

𝜕θ
− cosΦ

𝜕
𝜕Φ

,

𝑀2 = ctgθ cosΦ
𝜕

𝜕θ
+ sinΦ

𝜕
𝜕Φ

,

𝑀3 =
𝜕

𝜕θ

(10)

с коммутационными соотношениями
[𝑀𝑖, 𝑀𝑗] = ε𝑖𝑗𝑘𝑀𝑘. (11)

В итоге группа симметрии для полей θ, Φ –– это груп-
па вращений. Преобразование, соответствующее ге-
нератору 𝑀1, находится прямым интегрированием
уравнений

𝜕θ(𝑎)
𝜕𝑎

= 𝐵3 (θ, Φ, 𝑎) ,

𝜕Φ(𝑎)
𝜕𝑎

= 𝐵4 (θ, Φ, 𝑎) ,
(12)

с постоянными 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 𝑎3 = 0 и начальными усло-
виями

θ(𝑎 = 0) = θ, Φ(𝑎 = 0) = Φ.
В итоге мы получаем новые решения

Φ = arctg(sin𝑎 ctgθ secΦ + cos𝑎 tgΦ),
cosθ = cosΦ sinθ(cos𝑎 ctgθ secΦ − sin𝑎 tgΦ), (13)

которые, как нетрудно проверить, удовлетворяют
уравнениям (5).

2. СИММЕТРИИ СТРУКТУР
МОДЕЛИ ГЕЙЗЕНБЕРГА

Формулы (12), (13) позволяют исследовать сим-
метрии вихревых структур-точных решений моде-
ли (3), (4), наиболее популярными среди которых
являются инстантоны. Широкий класс таких струк-
тур был найден в фундаментальной работе [8]. Авто-
ры показали, что многие инстантоны описываются
простой формулой

𝑤 = ctg(
θ
2
) exp[𝑖Φ] = 𝐹[𝑧], (14)

где 𝐹(𝑧)–– рациональная функция, 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2. По-
ложим 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑄 (𝑄 ∈ 𝑍). Тогда в полярной системе
координат

θ = 2 arctg 𝑟−𝑄, Φ = 𝑄φ. (15)
Поле Φ обладает вихревой структурой. Оно сингу-
лярно в начале координат: 𝜕𝑥Φ → ∞, 𝜕𝑦Φ → ∞ при
𝑟 → 0 и неоднозначно при обходе по замкнутому
контуру, окружающему начало координат, против
часовой стрелки:

∮ dΦ = 𝑄. (16)

Обсудим случай 𝑄 = 1, когда структура (15) имеет
топологический заряд

𝑞 = ∫∫ sinθ (𝜕𝑥θ𝜕𝑦Φ − 𝜕𝑦θ𝜕𝑥Φ) , (17)

равный −1 (антиинстантон). Исследуем вихревую
структуру поля Φ (12). Можно показать, что тополо-
гический заряд и плотность энергии инвариантны
при преообразованиях (12), (13). Поэтому энергия
полей θ, Φ конечна несмотря на асимптотическое
поведение cosθ → cos𝑎 (𝑟 → ∞). Кроме того, вели-
чина 𝑤 имеет простое выражение в терминах 𝑧:

𝑤 = ctg
θ
2
expΦ =

𝑧 − 𝑖 tg𝑎/2
1 − 𝑖 tg𝑎/2

. (18)
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СИММЕТРИИ КЛАССИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ГЕЙЗЕНБЕРГА 15

Вихревая структура поля Φ имеет неожиданный ха-
рактер: помимо вихря 𝑉 типа (15) с 𝑄 = 1 в орби-
те преобразования существует еще одна вихревая
структура с 𝑄 = −1 –– антивихрь A (см. рис. 1, 2). По-
сле детальных вычислений можно показать, что за-
висимость центра вихря от параметра 𝑎 имеет вид

𝑥 = 0, 𝑦 = tg
𝑎
2

, (19)

и

𝑥 = 0, 𝑦 = − ctg
𝑎
2

(20)

для антивихря. При 𝑎 = 0 вихрь с 𝑄 = 1 (𝑉) находит-
ся в начале координат, другой вихрь с 𝑄 = −1 (𝐴)
находится в 𝑦 = −∞. Далее с ростом значения пара-
метра 𝑎 центр 𝑉 смещается вдоль оси 𝑂𝑦 и достигает
𝑦 =∞ при 𝑎 = π, переходит в 𝑦 = −∞ и при 𝑎 = 2π до-
стигает начального состояния (𝑥, 𝑦) = (0, 0). ЦентрA
достигает начала координат при 𝑎 = π и 𝑦 =∞ при
𝑎 = 2π. Зависимость расположения вихревых струк-

тур (12), (13), (15) от параметра 𝑎 ∈ [0; 2π] наглядно
представлена в видеофильме [9].

Помимо инстантона точными решениями урав-
нений (3), (4) являются магнитные “мишени”
и “спирали” [10, 11]. Магнитной мишени (рис. 3)
соответствует система концентрических по перемен-
ной ln 𝑟 кольцевых доменов, которая является бес-
конечной полосовой доменной структурой по пере-
менной Θ:

cosθ = sn [
𝑄
𝑘2 ln 𝑟, 𝑘] , (21)

где sn[𝑢, 𝑘]–– эллиптическая функция Якоби с моду-
лем 𝑘 [12], и вихревой структурой поля Φ:

Φ = 𝑄φ. (22)
Положим 𝑄 = 1. Поле Φ имеет более сложный,

чем для инстантона, вид (см. рис. 4). Помимо
первоначального вихря (22) в начале координат,
она включает отдельную группу из восьми беско-
нечных вихревых структур с координатами 𝑥 = 0,

Рис. 1. Положение вихря (V) и антивихря (A) поля𝑍 = (cosΦ, sinΦ) при 𝑎 = π/2 (а) и 𝑎 = 3π/2 (б).

Рис. 2. Поле 𝑛 (12), (13), (15) в окрестности центров вихревых структур при 𝑎 = π/2.
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16 БОРИСОВ, ДОЛГИХ

Рис. 3. Структура ядра (поверхность 𝑛3 = 𝑛3(𝑥, 𝑦)), соответствующая магнитной мишени (𝑄 = 1, 𝑘2
= 1/2). Справа изображены

области на плоскости (𝑥, 𝑦) с положительными (белый цвет) и отрицательными (черный цвет) значениями компоненты
поля 𝑛3.

Рис. 4. Структура поля Φ (12), (13), (21), (22) в виде линий уровня как совокупность вихрей V и антивихрей A, расположенных
на оси 𝑂𝑦, при 𝑎 = π/2 (a) и 𝑎 = 8π/9 (б), 𝑘2

= 1/2.

𝑦 = 𝑟 sin[𝑠 π/2] (𝑠 = ±1). Для 𝑠 = 1

𝑟 = exp [−𝑘2𝐹(𝑎 −
3π
2

, 𝑘) + 4𝑚14𝑘2𝐾(𝑘)] ,
(𝑚1 ∈ 𝑍, 0 < 𝑎 < π) ,

(23)

𝑟 = exp [−𝑘2𝐹(𝑎 −
5π
2

, 𝑘) + 4𝑚24𝑘2𝐾(𝑘)] ,
(𝑚2 ∈ 𝑍, π < 𝑎 < 2π) ,

(24)

𝑟 = exp [𝑘2𝐹(𝑎 −
π
2

, 𝑘) + 4𝑚34𝑘2𝐾(𝑘)] ,
(𝑚3 ∈ 𝑍, 0 < 𝑎 < π) ,

(25)

𝑟 = exp [𝑘2𝐹(𝑎 −
3π
2

, 𝑘) + 4𝑚44𝑘2𝐾(𝑘)] ,
(𝑚4 ∈ 𝑍, π < 𝑎 < 2π) ,

(26)

и для 𝑠 = −1

𝑟 = exp [𝑘2𝐹(𝑎 −
π
2

, 𝑘) + 4𝑚54𝑘2𝐾(𝑘)] ,
(𝑚5 ∈ 𝑍, π < 𝑎 < 2π) ,

(27)

𝑟 = exp [−𝑘2𝐹(𝑎 −
π
2

, 𝑘) + 4𝑚64𝑘2𝐾(𝑘)] ,
(𝑚6 ∈ 𝑍, 0 < 𝑎 < π) ,

(28)

𝑟 = exp [−𝑘2𝐹(𝑎 −
3π
2

, 𝑘) + 4𝑚74𝑘2𝐾(𝑘)] ,
(𝑚7 ∈ 𝑍, π < 𝑎 < 2π) ,

(29)

𝑟 = exp [−𝑘2𝐹(𝑎 −
π
2

, 𝑘) + 4𝑚84𝑘2𝐾(𝑘)] ,
(𝑚8 ∈ 𝑍, 0 < 𝑎 < π) .

(30)

Здесь 𝐹[𝑢, 𝑘] и 𝐾(𝑘)–– неполный и полный эллипти-
ческие интегралыпервого рода с модулем 𝑘 [12]. Сла-
гаемые 𝑚𝑖𝑘2𝐾(𝑘) (𝑖 = 1, … , 8) в (23)–(30) связаны
с периодом 4𝐾(𝑘) эллиптической функции 𝑠𝑛[𝑢, 𝑘]
в (21). При этом величина ln 𝑟 в заданном интерва-
ле меняется на 2𝐾(𝑘) или на 4𝐾(𝑘). Отметим, что
выражения (23)–(30) определяют бесконечное коли-
чество вихрей/антивихрей на оси 𝑂𝑦, так как 𝑚𝑖 ∈ 𝑍.
На рис. 5 приведен вид ядра (21), трансформиро-
ванного преобразованием (12), (13), для различных
значений параметра 𝑎. С более подробной зависимо-
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СИММЕТРИИ КЛАССИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ГЕЙЗЕНБЕРГА 17

Рис. 5. Преобразованная “мишень” (21), (22), 𝑘2
= 1/2 на плоскости 𝑥𝑂𝑦 при некоторых значениях параметра 𝑎, (𝑥, 𝑦) ∈

∈ [−4; 4] × [−4; 4]. Области белого цвета –– положительные значения поля 𝑛3, области черного цвета –– отрицательные значе-
ния.

стью компонента 𝑛3 поля 𝑛 от параметра 𝑎 ∈ [0; 2π]
можно ознакомиться в видеофильме [13].

Когда 𝑘 → 1, уравнение “мишени” (21) пере-
ходит в инстантон (15). При этом траектории цен-
тров вихревых структур (25), (26) и (29), (30) при
𝑚𝑖 = 0 переходят в траектории центров инстанто-
нов (19), (20). Остальные же центры вихревых струк-
тур (23), (24), (27), (28) и (25), (26), (29), (30) при
𝑚𝑖 ≠ 0 в этом пределе стремятся к 𝑦 = ±∞ или началу
координат.

Преобразование (12), (13) можно применить так-
же и к 𝑁-заходной магнитной “спирали”

cosθ = sn [
𝑄
𝑘2 ln 𝑟 −

2𝐾(𝑘)
π

𝑁φ, 𝑘] , (31)

Φ = 𝑄φ +
2𝑘2𝐾(𝑘)

π
𝑁 ln 𝑟. (32)

Для простоты возьмем 𝑄 =𝑁 = 1. На рис. 6 приведе-
но несколько состояний компонента 𝑛3 (31), транс-
формированного преобразованием (12), (13), для
различных значений параметра 𝑎.

Центры восьми бесконечных вихревых структур
поля Φ (12), (31), (32) расположены на логарифми-
ческих спиралях

φ =
π
2

𝑠 −
2𝑘2𝐾(𝑘)

π
ln 𝑟 (𝑠 = ±1),

где 𝑟 определяется уравнением

cosθ = sin [−𝑠𝐾(𝑘) +
π2 + 4𝑘2𝐾2(𝑘) ln 𝑟

π𝑘2 , 𝑘]

Рис. 6. Преобразованная “спираль” (31), (32) на плоскости при некоторых значениях параметра 𝑎, 𝑄 = 1, 𝑁 = 1, 𝑘2
= 1/2,

(𝑥, 𝑦) ∈ [−4; 4] × [−4; 4]. Области белого цвета –– положительные значения поля 𝑛3, области черного цвета –– отрицательные
значения.
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и
θ = −𝑎 + π𝑡, 𝑡 = 1, 2 для 𝑠 = 1,

θ = 𝑎 + π𝑡, 𝑡 = −1, 0 для 𝑠 = −1.
Зависимость центров вихревых структур и обла-
стей спирали на плоскости 𝑥𝑂𝑦 с положительными
и отрицательными значениями поля 𝑛3 от парамет-
ра 𝑎 представлены в видеофильме [14].
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SYMMETRIES OF THE CLASSICAL HEISENBERG MODEL
Corresponding Member of the RAS A. B. Borisov𝑎, D. V. Dolgikh𝑎

𝑎M. N. Mikheev Institute of Metal Physics of the Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, Yekaterinburg, Russia

The symmetries of the classical Heisenberg model are examined. It is shown that such symmetries are groups
of conformal transformations and rotations. The invariance of vortex structures with respect to a group of
rotations is studied. The application of the found transformations of the group of field rotations to the already
known solutions of the Heisenberg model (such as instantons, vortex “targets” and “spirals”) generates
other structures, which are also solutions of this model, with the properties being determined by the original
structures.
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