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1. Рассмотрим в двумерном пространстве не-
линейную изотропную тензор-функцию b(a), 
представленную в виде степенного ряда по сво-
ему единственному аргументу 
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где a(x) и b(x) — симметричные тензорные поля 
второго ранга, I{2} — двумерный единичный 
тензор второго ранга, 0 1, ,A A 

  — скалярные 
функции двух независимых инвариантов [1] 
тензора a. В их качестве выберем Ia1 и Ia2: 
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Инварианты Ian, n ≥ 3, алгебраически выра-
жаются через Ia1 и Ia2. Например, для n = 3, 4 
имеем 
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Выражения (3) следуют из формулы Гамиль- 
тона–Кели 
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записанной для случая двумерного простран- 
ства.

Обозначим через ( )
0
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в двучленном разложении 
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Согласно (4) запишем 
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Показывается, что нелинейная изотропная тензор-функция второго ранга в двумерном про-
странстве, являющаяся степенным рядом по своему тензорному аргументу, представима ко-
нечным двучленным тензорно линейным соотношением. Приводятся выражения двух ко-
эффициентов этого соотношения через бесконечный набор коэффициентов исходного ряда 
и два независимые инварианта тензорного аргумента. Применительно к механике сплошной 
среды устанавливается сводимость определяющих соотношений в плоской задаче тензорно 
нелинейной теории упругости к тензорно линейной связи соответствующих миноров второго 
порядка напряжений и деформаций.
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Это приводит к рекуррентной связи 
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представимой в матричной форме 
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Следовательно, 
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т.е. пара коэффициентов ( ) ( )
0 1( , )n n

a aK K  является 
первым столбцом матрицы n

aQ  (5).
Таким образом, степенной тензорный ряд (1) 

в двумерном пространстве всегда можно пред-
ставить в виде тензорно линейной связи 
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с двумя скалярными функциями инвариантов 
Ia1 и Ia2: 
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2. Пусть ряд (1) обратим: 
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где 0 1, ,B B 

  — скалярные функции инвариан-
тов Ib1 и Ib2 тензора b, определенных аналогично 
(2). Проделывая изложенную ранее процедуру 
для тензорного ряда (7), получим, что он экви-
валентен тензорно линейному соотношению 
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Пары инвариантов (Ia1, Ia2) и (Ib1, Ib2) связаны 
между собой следующим образом: 
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а функции 0 1 2( , )a aC I I , 1 1 2( , )a aC I I  выражаются 
через 0 1 2( , )b bD I I , 1 1 2( , )b bD I I : 
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Тензор-функции (6) и (8) обладают скаляр-
ными потенциалами W(Ia1, Ia2) и w(Ib1, Ib2) таки-
ми, что 
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если выполняются по одному условию потенци-
альности для каждой из пар 0 1( , )C C   и 0 1( , )D D  : 
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3. Рассмотрим теперь нелинейную изотроп-
ную тензор-функцию σ(ε) в трехмерном про- 
странстве: 
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где ( )xσ  и (x) — симметричные тензорные поля 
второго ранга, I{3} — трехмерный единичный 
тензор второго ранга, C0, C1, C2, A0, A1,... — ска-
лярные функции трех независимых инвари-
антов Iε1, Iε2 и Iε3 тензора ε, определенных ана-
логично (2). Выражения, связывающие тройку 
функций (C0, C1, C2) с бесконечным набором 
A0, A1,..., приведены в [2]. Тензор-функция (9) 
моделирует определяющие соотношения между 
напряжениями и деформациями в трехмерной 
тензорно нелинейной теории упругости при 
малых деформациях [3–6].

Остановимся подробнее на плоском дефор-
мированном состоянии нелинейно упругой 
среды, когда в R3 существует такая декартова 
система координат с ортами e1, e2 и e3, в которой 

       3= , или = , 0.IJ I J IJ IJ ia a⊗ ε ε ≡e eε 	 (10)
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Большие латинские индексы здесь и далее 
пробегают  значения 1 и 2, а малые латинские — 
1, 2 и 3.

Исходя из формул (3) и (4) для тензоров вида 
(10) справедливы соотношения 
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Поскольку инвариант Iε3 автоматически вы-
ражается через Iε1 и Iε2, все функции трех инва-
риантов в (9) становятся функциями только Iε1  
и Iε2, например, 
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Аналогичные обозначения со штрихом вве-
дем и для других функций C1, C2, A0, A1,....

С учетом (11) и (12) связь σ(ε) (9) переписыва-
ется в виде 
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Девиаторы напряжений s = σ − Iσ1I{3} / 3 и де-
формаций e = ε − Iε1I{3} / 3 связаны между собой 
следующим образом: 
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Видно, что если только С 2ʹ тождественно 
не равно нулю, девиаторы непропорциональны, 
что эквивалентно [7, 8] тензорной нелинейно-
сти функции (13) в общем случае.

Однако для плоского деформированного со-
стояния (10) напряжения, связанные с деформа-
циями посредством (9), можно представить как 
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При этом компонента 33 0 1 2= ( , )A I Iε εσ ′  вы-
ражается через два инварианта Ib1 и Ib2 лево-
го верхнего минора b тензора напряжений. 
Так, в классической плоской задаче теории 

упругости при плоской деформации, как из-
вестно, σ33 = νIb1, где ν — коэффициент Пуассона.

Таким образом, несмотря на тензорную не-
линейность общей функции (13) связь миноров 
a и b представима тензорно линейной функци-
ей (6). Сравнивая соотношения (6) и (13), уста-
новим связь пары функций 0C , 1C  с тройкой С0ʹ ,  
С1ʹ, С2ʹ : 

2 2
0 0 2 2 1 1 1 1 2

1
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2
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Аналогичные рассуждения и выкладки 
можно провести для (обобщенного) плоского 
напряженного состояния и говорить о своди-
мости плоской задачи тензорно нелинейной 
теории упругости к тензорно линейной связи 
соответствующих миноров второго порядка 
напряжений и деформаций.
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TENSOR LINEARITY OF TWO-DIMENSIONAL 
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It is shown that a nonlinear isotropic tensor function of the second rank in two-dimensional space, 
which is a power series in its tensor argument, is representable by a finite binomial tensor linear relation. 
Expressions of two coefficients of this relation are given in terms of an infinite set of coefficients of 
the original series and two independent invariants of the tensor argument. In relation to continuum 
mechanics, the reducibility of the constitutive relations in the plane problem of tensor nonlinear 
elasticity theory to the tensor linear connection of the corresponding second-order minors of stresses 
and strains is established.
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