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Уравнение Навье–Стокса является нелиней-
ным и нелокальным. Как следствие, статистиче-
ские зависимости, выведенные из этого уравне-
ния, являются незамкнутыми, и статистическое 
описание приводит к бесконечной цепочке урав-
нений для многоточечных функций плотности 
распределения вероятности (ФПРВ). Приведем 
коротко обзор методов замыкания для иерархии 
Ландгрена–Монина–Новикова (ЛМН) для поля 
вихря (скорости), который не претендует на пол-
ноту, но представляет основные подходы. Рас-
пределения вероятностей поля вихря (скорости) 
или многоточечные эйлеровы функции плот-
ности распределения вероятности (ФПРВ) [1] 
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чение компоненты завихренности Ω(x(i),t) ≡ Ω(i)  

в точке x(i) в момент времени t) удовлетворяют 
иерархии ЛМН [2–4]. ФПРВ рассматриваются 
как в эйлеровом, так и в лагранжевом описании 
турбулентности. Кроме возможности формули-
ровать аналитически реализуемые замыкания 
бесконечной цепочки ЛМН уравнений 
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где n, (n + 1)-точечные ФПРВ fn, fn+1 связаны по-
средством нелокальных операторов Ln и Ln,n+1, 
которые будут представлены ниже, иерархия 
ЛМН допускает применение прямого числен-
ного моделирования. Это направление, сочета-
ющее аналитические замыкания и численные 
исследования, было инициировано в [4] с ис-
пользованием условной вероятности распреде-
ления поля завихренности, т.е. pn,n+1 = fn+1 / fn. 
Прямое численное моделирование позволило 
проверить условные ФПРВ для малых n и пока-
зать, что ЛМН-иерархия несовместима с пред-
ставлением ФПРВ гауссовым случайным полем, 
что совпадает с выводом [4] для двухточечных 
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Концепция Брeнье – представление решения уравнений идеальной несжимаемой гидродина-
мики в терминах вероятностных мер на множестве лагранжевых траекторий в случае их сто-
хастичности, является обобщением принципа наименьшего действия Арнольда построения 
гладких решений уравнений Эйлера. В настоящей работе вариационный обобщенный прин-
цип Бренье применяется для замыкания бесконечной цепочки уравнений Ландгрена–Мони-
на–Новикова на n-точечные функции плотности распределения вероятности fn поля вихря 
двумерных турбулентных потоков. Кроме того, в рамках статистического подхода предложена 
аппроксимация вариационной задачи с условиями на концах, поставленная Шнирельманом 
для уравнения Эйлера.
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условия, начальное и конечное распределение 
ФПРВ 1

E
nf +  вдоль характеристик должны быть 

заданы. Как результат, 1
E

nf + , определенная 
из вариационного принципа (оптимальный 
статистический ансамбль реализаций), позво-
ляет замкнуть E

nf -уравнение ЛМН-иерархии. 
При этом статистическая форма ВПБ совпа-
дает с вариационным принципом Арнольда 
(ВПА) (рассматривая формально предел при 
n → ∞) для краевой задачи о геодезической, 
соединяющей две заданные конфигурации 
жидкости. Постановка такой задачи впервые 
предложена в [9] и изучена с привлечением дис-
кретного аналога группы диффеоморфизмов 
для идеальной несжимаемой жидкости, кото-
рая не является классической в гидродинамике. 
Для двумерного случая неизвестно [9], суще-
ствует ли всегда решение вариационной зада-
чи с условиями на концах. В настоящей работе 
предложена другая аппроксимация этой задачи, 
основанная на статистической версии уравне-
ния Эйлера, т.е. ЛМН-иерархии, которая более 
ориентирована на численные эксперименты, 
что представляет отдельную тему исследования.

1. ОБОБЩЕННЫЙ ПРИНЦИП БРЕНЬЕ

Следуя [10], приведем основные сведения 
о вариационном принципе Бренье. Согласно 
ВПА [11], движение идеальной жидкости реа-
лизуется как экстремаль функционала – инте-
грированная по времени t ∈ [0, T] кинетическая 
энергия частиц жидкости для T << 1. Хорошо 
известно [10], что для воспроизведения харак-
терных особенностей турбулентных потоков 
ВПА необходимо ослабить. Один из подходов – 
ВПБ, который формулируется как нахождение 
экстремали функционала Бренье [8] 
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где μ[Dγ] – равномерные по t вероятност-
ные меры (обобщенные потоки) на лагранже-
вых случайных траекториях ( , )t a tγ  потока 
( , ) ( , )a t a tγ  с начальным условием γ(a,0) = a и 
краевыми условиями
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которые представляют распределения вероят-
ности траектории пройти через заданные точки 

в моменты времени t = 0, t = T, Dγ – вектор, ду-
альный касательному вектору γt. Вариацион-
ный функционал определяется как
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где | γt(a,t) |2 – квадрат римановой длины каса-
тельных векторов, S[γ] – случайная величина, 
μ[Dγ] – вероятность для траектории γ(a,t) прой-
ти через заданные точки, когда t меняется от 0 
до T. Доказаны следующие свойства задачи (2), 
(3) [8]: а) решение задачи существует в смысле 
обобщенного потока; б) обобщенный вариаци-
онный принцип реализует (классические) ре-
шения уравнения Эйлера при условии, что T = 1, 
при этом μT = δ(x − y(a,T)da, где (a,t) ⟼ y (a,t) – 
лагранжевый поток движения идеальной жид-
кости и y(a,T) – положение в момент времени 
t = T, мера μ[Dy] сингулярна на лагранжевых 
траекториях; в) при t > T стохастические дви-
жения идеальной жидкости определяются ве-
роятностной мерой (обобщенный поток) μ[Dγ].

ВПБ – задача линейной оптимизации, в ко-
торой как целевая функция, т.е. μ[Dγ], так и 
ограничения (3) линейно зависят от аргументов, 
которые необходимо минимизировать. В дис-
кретной постановке задача оптимизации со-
стоит в минимизации усредненного линейного 
функционала энергии [10] 
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где последовательность индексов =1, ,{ }n n Nt
i



 – дис- 

кретные лагранжевы траектории, i = (i1,...,id) ∈ [1, Nx]d,  
Nt – шаг по времени; = d

x xD NÈ  – разбиение 
на равные объемы d

xN , d = dimD, Ed(in) – энер-
гия дискретных лагранжевых траекторий in. 
Обобщенные потоки – конечномерные тен-
зоры, представленные ( )

Nd t
xN  значениями дис- 

кретной меры 1{ } = ( , , )n Nt
i i iµ µ  . Краевые усло-

вия (3) – матрицы с предписанными вероят-
ностями лагранжевых траекторий начально-
го и конечного положения в триангуляции D. 
Эффективные алгоритмы, численная реали-
зация задачи (5), (3) и обсуждение примене-
ния к турбулентным потокам приведены в [10]. 
Дискретные течения, для которых определены 
аналоги вариационного функционала – груп-
па перестановок d

xN , которая впервые введена 

распределений и является тестом для верифи-
кации замыкания. Свойства ФПРВ поля завих-
ренности в обратном каскаде проанализирова-
ны в [1] на основе двухточечной статистики, где 
замыкание иерархии ЛМН специфицируется 
заданием условной вероятности распределе-
ния поля завихренности. Уравнения характе-
ристик ЛМН использовались для описания 
динамики “квази-вихрей” в смысле “квази-ча-
стиц” Ландау. Введение условного усреднения 
для одноточечных статистик в кинетическое 
уравнение было проведено в [5]. Показана воз-
можность учитывать небольшие отклонения 
от сильной негауссовости ФПРВ завихрен-
ности до более выраженных статистических 
корреляций. Замыкание иерархии ЛМН для 
поля скорости выполнено посредством введе-
ния условных ФПРВ для градиента давления 
и диссипации для однородной изотропной 
турбулентности (см. обзор в [1]). Статистиче-
ские симметрии ЛМН-иерархии использова-
лись для проведения сравнения с результатами 
прямого численного моделирования условных 
усреднений. Наблюдаемые отклонения от гаус-
совости одноточечных ФПРВ для поля скоро-
сти являются результатом довольно сложного 
взаимодействия статистических корреляций. 
ФПРВ поля скорости также может быть связа-
на с ФПРВ для инкремента скорости. Показано 
(см. обзор в [6]), что в определенном диапазоне 
масштабов r турбулентного потока инкремент 
является марковским случайным процессом и 
уравнения для ФПРВ замыкаются с использо-
ванием трехточечной статистики. Эволюция 
для условной n-точечной ФПРВ на масштабах 
r определяется уравнением Фоккера–Планка. 
Таким образом, для определенного диапазона 
масштабов бесконечная система кинетических 
уравнений для ФПРВ может быть замкнута и 
преобразована в трехмасштабную (или четы-
рехточечную) модель. В отличие от “правила 
слияния” (fusion rule), которое использовалось 
(см. обзор в [6]) с целью замыкания иерархии 
ФПРВ на этапе двухточечных статистик, пред-
ложенное марковское замыкание действует на 
следующем уровне иерархии ФПРВ как трех-
точечное замыкание. Установлено (см. обзор 
[6]), что уравнения Фоккера–Планка инвари-
антны относительно дополнительных стати-
стических симметрий [7], которые необходимо 
использовать для правильного представления 

статистики скорости в случаях неоднородного 
потока при построении замыканий. Существу-
ет класс моделей двухточечных корреляций, 
основанных на преобразовании Фурье кине-
тического уравнения. Двухточечные модели 
используются в качестве замыкания подсето-
чечных членов в LES-методах (см., например, 
[1]), где подсеточная вязкость выражается как 
функция спектра энергии. Существует также 
класс замыканий, основанный как на методах 
возмущения уравнения Навье–Стокса (квази-
нормальное приближение, приближение пря-
мого взаимодействия, диаграммы Уайлда), так 
и на методах квантовой теории поля (ренор-
мгруппа, правила слияния, инстантоны). Как 
отмечено в [6], предложенные замыкания не 
воспроизводят явления перемежаемости поля 
скоростей ввиду сильной нелинейности урав-
нений гидродинамики. Таким образом, методы 
замыкания статистических зависимостей в тур-
булентности требуют дальнейшего развития.

Цель сообщения – применить вариацион-
ный принцип Бренье [8] для замыкания иерар-
хии ЛМН на n-точечные ФПРВ поля вихря. т.е. 
эйлерову ФПРВ E

nf . Вариационный принцип 
Бренье (ВПБ) является обобщением принципа 
наименьшего действия Арнольда построения 
гладких решений уравнений Эйлера. ВПБ опи-
сывает решения уравнений Эйлера в терминах 
вероятностных мер (обобщенных потоков) на 
множестве лагранжевых траекторий. Понятие 
обобщенных потоков является естественным 
для описания лагранжевых траекторий гидро-
динамической турбулентности в терминах слу-
чайных процессов. Будет дана интерпретация 
обобщенного потока в рамках статистического 
описания гидродинамической турбулентно-
сти. В качестве основной величины движения 
берется случайное поле завихренности и эво-
люция E

nf  определяется иерархией ЛМН в эй-
леровой формулировке [1], которая выводится 
из статистической формы уравнений Эйлера 
с использованием закона Био–Савара. Переход 
к лагранжевой формулировке осуществляется 
эквивалентной записью ЛМН-иерархии в виде 
уравнений вдоль характеристик (лагранжевы 
траектории) ЛМН-иерархии. Статистическая 
форма ВПБ выводится с использованием урав-
нений характеристик, и минимизация функци-
онала выполняется по вариационной перемен-
ной 1

E
nf + . При этом, согласно ВПБ, два краевых 
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При этом fn-уравнение инвариантно преобразу-
ется для {ω(l),x(l)} c ω(l) = 0, т.е. вдоль характери-
стик нулевой завихренности, что согласуется с ре-
зультатами [15]. Группа симметрий G = G1 × ...× Gn  
определяет расслоение 

(1) ( )
= x x n

P P P´ ´

 

многообразия D с базой x( j), где слой 
( )x j

P  – 
группа преобразований Gj. Такие расслоения 
называются главными. Группа Ли Gj  имеет вид 
[13]
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где F = U = iV, U, V – произвольные сопряжен-
ные гармонические функции, удовлетворяю-
щие условиям Коши–Римана, т.е. F – конфор-
мное отображение, 

( )z k
F  – производная по ( )kz . 

Fʹ(z( j),z(n+1)) определено на C × C, параметр груп-
пы a опущен в обозначениях. Характеристики 
X n( j) (Zn( j) ∈ C) в комплексных переменных 
z( j) = x( j) + iy( j) конформно-инвариантно преоб-
разуются группой Gj. Инфинитезимальный 
оператор алгебры Ли tj подгруппы Hj ⊂ Gj, пре-
образующей ( )jz  и E

nf , имеет вид 
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где Ф(z( j)) – произвольное конформное отобра-
жение, так что 

* * *
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2
*

( ) ( ) ( ) ( )

= ( ), = , = ,

= ,    = .

j j j z j j z jj j

E E
n z n z z zj j j j

z F z dz F dz dz F dz

f F f F F F
- (22)

Уравнение (12) описывает динамику j-й 
лагранжевой частицы на j-й компонен-
те n-мерного комплексного пространства 
Сn = С(1) × ... × С(n), где С( j)  C. Таким образом, 

1 2
( ) ( ), ( ),( ) = ( ) ( )n j n j t n j tZ t X t iX t+  – кривая на C( j), 

вдоль которой 0
( )jω  сохраняется. Элемент дли-

ны (метрика) в C( j) определяется функцией Λ: 

	
2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ( , ) .j j j j jdl z z dz dzΛ

	 (23)

Инфинитезимальный оператор наиболее 
широкой группы преобразований, инвариант-
но преобразующей 2

( )jdl , следовательно, длину 
характеристики Zn( j)(t), совпадает с T( j) [14]. Та-
ким образом, условие 2 = E

nfΛ  определяет ри-
манову длину вектора скорости 

( )( )n j
d

Z s
dt

,
 

инвариантную относительно действия группы Hj.
Сформулируем статистический аналог ВПБ. 

Кинетическая энергия лагранжева потока Xn( j)(aj,t),  
интегрированная по t, равна 

	

2

( ) ( )

0

1
[ ] = ( , ) d .

2

T

n j n j j j

D

d
S X X a t a dt

dtò ò 	
(24)

Принимая во внимание (9), (10) и конформ-
ный вид метрики 2

( )jdl , т.е. (23), получаем 

в [9] для аппроксимации лагранжева потока и 
рассматривалась как модель основной группы 
диффеоморфизмов идеальной несжимаемой 
жидкости. Эта конструкция позже применя-
лась в [8, 10].

2. ЗАМЫКАНИЕ ИЕРАРХИИ  
ЛАНДГРЕНА–МОНИНА–НОВИКОВА  

НА ОСНОВЕ ВАРИАЦИОННОГО 
ПРИНЦИПА БРЕНЬЕ

Формулируется вариационный принцип 
Бренье в терминах оптимального статисти-
ческого ансамбля. Конкретно, уравнение (1) 
специфицируется как E

nf -уравнение иерархии 
ЛМН для поля вихря. Далее, следуя [1], урав-
нение переписывается в лагранжевой формули-
ровке, движение n частиц определяется уравне-
ниями характеристик. Для вычисления длины 
касательного вектора характеристики вводится 
риманова метрика, которая определяется усло-
вием инвариантности элемента длины отно-
сительно группы преобразований симметрии  

E
nf -уравнения [12, 13].

2.1. ЛМН-иерархия статистического описания 
поля вихря

Используются следующие обозначения:
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ω ω
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

 
есть n-точечная эйлерова ФПРВ, n = 1,..., ω(i), 
i = 1,...,n – значение компоненты завихренности 
Ω(x(i),t)(≡Ω(i)) в точке x(i) = (xi, yi), 

E
nf -уравнение 

при внешнем воздействии F принимает вид [1] 
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(6)

с начальным условием 
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Компонен ты скорости определ яются 
формулами 
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Далее будем использовать обозначения 

 1 1 2 2
(1, 1) (1, 1) (1, 1) (1, 1)( ) = , ( ) = .n n n nr rα α α α+ + + + 	 (10)

Класс ФПРВ определяется условиями нор-
мализации, совпадения и разделения ФПРВ [1] 
на соответствующих масштабах.

Характеристики уравнения (6) описывают 
динамику n лагранжевых частиц Xn( j)(t): 
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(12)

где j = 1,...,n и l = 1,...,n. Нижний индекс в вы-
ражении {ω(l), x(l)} = {Ω(l)(t), Xn(l)(t)} означает, что 
статистика вычисляется в текущем положении 
частицы на характеристике. Завихренность ме-
няется вдоль характеристики согласно (12). Да-
лее предполагаем, что находимся в равновесной 
стадии турбулентности, т.е. внешнее воздей-
ствие отсутствует. Тогда, ввиду (12), завихрен-
ность переносится вдоль Xn(l)(aj,t) без измения. 
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Принцип Бренье наименьшего действия для 
функционала (32) формулируется так:

	 1

1
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B f +
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®
	 (33)
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t t T
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(34)

где 1,0
E

nf + , 1,
E

n Tf +  – заданные ФПРВ поля вих-
ря в моменты времени t = 0, t = T. Конкретно, 
имеем 
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где 0
( 1) ( 1)( ( ))n nxδ ω ω+ +-  и ( 1) ( 1)( ( ))T

n nxδ ω ω+ +-   – 
ФПРВ в моменты времени t = 0 и t = T;

0 0
( ) ( )

=1

({ , }) = ( ( ))
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n l l j j
j

g a aω δ ω ω-Õ ,
 

( ) ( ), ( ) ( ),
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T T
n l n l f j n j f

j

g X Xω δ ω ω-Õ  

суть ФПРВ поля вихря ω( j) при t = 0, t = T в на-
чальной и “финальной” точках соответственно. 
Условие равномерности ассоциированной вероят-
ностной меры μ относительно t – это условие на 
характеристиках X n( j)(aj,t). Равенство d / dt Ωn( j)(t) = 0  
вдоль X n( j)(aj,t) ведет к независимости μ от t на 
характеристиках. Следовательно, условие рав-
номерности выполнено. Статистическая фор-
мулировка ВПБ переходит в ВПА при n → ∞  
( j → ∞). Действительно, переходя формально 
к пределу при n → ∞, имеем (X n( j)(aj,t), Ωn( j)(aj,t)) →  
→ (X(a,t)), Ω(a,t)), где a заполняют D. Уравнения 
(11), (12) сходятся к уравнению завихренности 
в лагранжевой формулировке (см. формулы 
(52а), (52b) [1]): 
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( , ) = 0    вдоль    ( , ).

d
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dt
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(38)

При этом правая часть (32) стремится к 
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где под интегралом в (38) – ядро Био–Савара. 
Интеграл (39) совпадает с интегрированной 
по t кинетической энергией объема жидкости. 
Проверка выполнения соответствующих крае-
вых условий элементарна. Полученная вариа-
ционная краевая задача для функционала (39) 
с заданными конфигурациями жидкости при 
t = 0 и t = T [9] не является классической, при 
которой задается начальное положение траек-
тории жидкой частицы и ее скорость.
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где {ω(l), x(l)} = {Ω(l)(t), X n(l)(aj, t)} задает лагран-
жево представление поля скорости и в лагран-
жевом описании S[X n( j)] – случайная величина. 
Лагранжева ФПРВ поля вихря равна
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Функционал Бренье статистического ансам-
бля случайной величины S[X n( j)] определяется 
формулой 

	 ( ) 1 ( )[ ] [ ] = d d [ ],L
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(27)

где μ[DX n] – двойная стохастическая мера [8]: 
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Интегрируя (27) относительно da1...dan и ис-
пользуя формулу (см. [16]): 
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получаем 
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(30)

Функционал (30) рассматривается на харак-
теристиках x( j) = Xn( j)(aj,t), и, принимая во вни-
мание, что E

nf постоянна вдоль характеристики 
(см. формулу (30), где ω(Xn( j)(aj,t)) = ω0(aj)), полу-
чаем с учетом начального условия (7), что пра-
вая часть (30) равна
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 (31)

Таким образом, функционал Бренье имеет вид 
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GENERALIZED BRENIER PRINCIPLE AND THE CLOSURE PROBLEM 
OF LANDGREN–MONIN–NOVIKOV HIERARCHY FOR VORTICITY 

FIELD
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Brenier’s concept – a representation of solutions to the equations of ideal incompressible fluids in 
terms of probability measures on the set of Lagrangian trajectories in the case of their stochasticity, is 
a generalization of Arnold’s principle of least action of finding smooth solutions of Euler’s equations. 
In this work, the variational generalized Brenier principle (Brenier, J. Am. Math. Soc. 1989) is used 
to close the infinite chain of Landgren–Monin–Novikov equations for the n-point probability density 
functions fn of the vortex field of two-dimensional turbulence. In addition, within the framework of the 
statistical approach, an approximation of the variational problem with conditions at the ends posed by 
Shnirelman (Mat. Sat. 1985) for the Euler equation is proposed.

Keywords: Generalized Brenier principle, two-dimensional turbulence, Lundgren–Monin–Novikov 
equations, closure problem
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