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ВВЕДЕНИЕ

В 1962 г. Б. Джозефсоном [1] был предсказан 
эффект бездиссипативного протекания тока че-
рез слабую связь между двумя сверхпроводни-
ками в отсутствие напряжения. Это явление и 
до настоящего момента является основой для 
множества теоретических и эксперименталь-
ных исследований. В последнее время большой 
интерес вызывают джозефсоновские контакты 
с большим числом (M > 2) терминалов. Такие 
системы потенциально могут найти применение 
в качестве компонентов различных приборов. 

Например, термоциркуляторов [2], датчиков 
магнитного поля [3]. Они не менее интересны 
и с чисто теоретической точки зрения. В таких 
структурах реализуются связанные состояния, 
благодаря явлению андреевского отражения 
[4]: электрон летит из металла и отражается 
от сверхпроводника в виде дырки и наоборот. 
Их уровни энергий зависят от разностей фаз 
сверхпроводников. Между такими фазовыми 
спектрами в M-терминальных джозефсоновских 
контактах и обычными спектрами в (M − 1)-мер-
ных твердых телах была найдена аналогия, по-
служившая толчком для множества новых ис-
следований [5, 6, 7]. Сверхпроводящие разности 
фаз на переходе играют роль квазиимпульсов, 
периодичность энергий уровней по модулю 2π 
имитирует зону Бриллюэна.

В центре контакта всегда находится рассеи-
ватель, который описывается некоторой S-ма-
трицей. Квадрат модуля ее элемента 
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В многотерминальных структурах на основе нормальных металлов и сверхпроводников при-
сутствуют андреевские связанные состояния. Их спектр определяется параметрами системы, 
в частности фазами рассеяния и коэффициентами прохождения в узлах. В сообщении найде-
ны условия, при которых андреевские связанные состояния обладают универсальностью: они 
не меняются при любом изменении фаз, набираемых квазичастицами при отражении от при-
меси. Как следствие, спектр полностью определяется транспортными характеристиками си-
стемы. Результат получен для структуры в виде М-конечной звезды из нормального металла, 
каждый из лучей (терминалов) Nk которой приведен в контакт со своим сверхпроводником Sk, 
1 ≤ k ≤ M. Вместе они образуют т.н. многотерминальный джозефсоновский контакт. В центре 
его находится немагнитная примесь, описываемая некоторой матрицей рассеяния.
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В приближении среднего поля [13] воз-
буждения, которыми описываются процессы 
в нормальной части системы, можно условно 
разделить на электроноподобные и дырочнопо-
добные. Для таких квазичастиц хорошо извест-
но явление андреевского отражения [4]. Если 
электроноподобное возбуждение с энергией 
E   <   ∆ 0 в нормальном металле сталкивается 
с  NS -границей, то в пределе ∆0  <<  μ, где μ – 
химический потенциал, оно с вероятностью 
близкой к единице отражается в виде дырки. 
Аналогичный процесс происходит и с дыркой.

Итого в структуре присутствуют процессы 
двух типов. Во-первых, нормальное рассеяние 
электронов в центральной части описывается 
некоторой матрицей ŝe(E). Рассеяние дырок 
описывается тогда матрицей, удовлетворяю-
щей условию1 ŝh(E) = ŝe(−E). Во-вторых, ан-
дреевское отражение. Оно происходит во всех 
терминалах на границах между нормальным 
металлом и сверхпроводником. Поскольку мы 
считаем NS-границы чистыми, обычное рас-
сеяние на них подавлено в сравнении с андре-
евским. Благодаря этим двум процессам в рас-
сматриваемой структуре возникают связанные 

1 Данная связь следует из электрон-дырочной симметрии 
уравнений Боголюбова–де Жена [7].

состояния таких частиц в подщелевой области 
энергий.

2. УНИВЕРСАЛЬНОСТЬ СПЕКТРА 
АНДРЕЕВСКИХ СОСТОЯНИЙ

Из условия существования нетривиального 
решения уравнений Боголюбова–де Жена [13] 
в подщелевой области энергий получаем урав-
нение на спектр, известное как формула Бее-
наккера [14]:
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сверхпроводников.
Выясним, при каких условиях уравнение 

(6) будет зависеть лишь от коэффициентов 
прохождения. Для этого потребуем, что-
бы матрица рассеяния удовлетворяла двум 
свойствам:

независимость от энергии при | E |  <  ∆ 0

	
( ) ,e es E s= 

	
(7)

симметрия к обращению времени (отсут-
ствие магнитного поля)

	
.

T
e es s= 

	
(8)

Заметим теперь, что из-за унитарности S-ма-
трицы не все вероятности туннелирования и 
фазы являются независимыми. Поэтому, пре-
жде чем продвинуться дальше, необходимо 
определиться с параметризацией.

Произвольная унитарная симметричная ма-
трица M × M определяется
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независимыми параметрами. Выберем в ка-
честве таковых модули недиагональных эле-
ментов матрицы ,i jT  и фазы диагональных 
элементов αi, j. Нетрудно проверить, что их 

дает вероятность соответствующей частице пе-
рейти из i-го терминала в j-й, а αi, j = arg si, j есть 
приобретаемая в этом процессе фаза. Посколь-
ку матрица рассеяния отвечает за туннелиро-
вание между терминалами, уровни энергий 
андреевских состояний также зависят и от нее.

В данной работе рассматриваются некоторые 
особенности этой связи. А именно нас интере-
сует вопрос, при каких условиях можно полно-
стью восстановить спектр андреевских состоя-
ний, зная лишь транспортные характеристики 
системы? Транспортными характеристиками 
мы называем величины Ti, j. Поскольку они 
входят линейно в формулу Ландауэра [8] при 
малых напряжениях и пропорциональны кон-
дактансу перехода в одноканальном случае, то 
их можно измерить на эксперименте. Ток через 
терминал i тогда представляется в виде [8]
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где Vi, j – напряжение между терминалами i и j, 
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квант проводимости.

Простым примером системы, в которой вы-
полняется выше указанное свойство, является 
короткий SNS-контакт (superconductor – normal 
metal – superconductor). Известно, что выражение 
для энергий андреевских состояний такой струк-
туры в некоторых приближениях имеет вид [9]
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где ∆0 – энергия щели сверхпроводников, 
1,2 1 2φ φ φ= -  – разность фаз сверхпроводни-

ков. Видно, что выражение (2) содержит в себе 
только вероятность туннелирования T1,2, но 
не фазы элементов S-матрицы.

Можно пойти дальше и рассмотреть короткий 
трехтерминальный контакт. В случае симметрии 
к обращению времени матрица рассеяния элек-
тронов ŝe(E) будет симметричной матрицей 3 × 3:
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Рассеяние дырок описывается матрицей  
ŝh(E) = ŝe(−E). Кроме того, потребуем, чтобы 
она не зависела от энергии на масштабе |E | < ∆0. 
Тогда, если написать уравнение на спектр и ре-
шить его, оно даст простое решение E = ±∆0 и 
нетривиальное [10, 11]:

    1,2 2,3 3,12 2 2
0 1,2 2,3 3,11 sin sin sin ,

2 2 2
E T T T

φ φ φ
∆= ± - - -

(4)

где ,i j i jφ φ φ= - . Снова оказалось, что выраже-
ние для энергии уровня зависит только от ко-
эффициентов прохождения и не содержит фазы 
матрицы рассеяния, которые нельзя опреде-
лить из транспортных измерений. Заметим, что 
в чисто нормальных структурах такого эффек-
та не наблюдается. Если рассмотреть потенци-
альный ящик с несколькими терминалами, то 
в спектр связанных состояний явно будут вхо-
дить фазы рассеяния.

В работе для общности выводов рассматрива-
ется джозефсоновский контакт с произвольным 
числом коротких терминалов M. При опреде-
ленных условиях спектр такой структуры мож-
но восстановить, зная только транспортные 
характеристики. При этом зависимость от про-
чих параметров матрицы рассеяния пропадает. 
Условия, наложенные на S-матрицу, играют 
в этом определяющую роль. Если хоть одно 
из них не выполнено, сокращения оставшихся 
свободных параметров не происходит.

1. ОПИСАНИЕ СТРУКТУРЫ
Опишем подробно изучаемую структуру и 

приближения, в которых будем работать. Пусть 
M сверхпроводников S1, ..., SM соединены каж-
дый со своим нормальным металлом N1, ..., NM. 
В свою очередь все нормальные области (т.н. 
терминалы) соединяются в одной точке. В ней 
расположена примесь, рассеяние частиц на ко-
торой описывается некоторой матрицей рассея
ния. Такая система называется многотерми-
нальным джозефсоновским контактом (рис. 1).

Будем считать, что по мере приближения к гра
ницам с нормальными областями сверхпроводя-
щие выводы сужаются. В результате задача стано-
вится одномерной. Каждый нормальный металл 
имеет лишь один проводящий канал. Зависи-
мость параметра порядка системы от координат 
ступенчатая [12]:

Рис. 1. Схематическое изображение M-терминаль-
ного джозефсоновского контакта.

S1

S2

S3

S4SN1

N2
N3

N4

SM

NM



	 УНИВЕРСАЛЬНОСТЬ СПЕКТРА МНОГОТЕРМИНАЛЬНОГО ДЖОЗЕФСОНОВСКОГО КОНТАКТА	 17

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	 том 515	 2024 ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	  том 515	   2024

16	 ПОСАДСКИЙ и др.	

в сумме ровно 
( )1

2

M M +
. Теперь мы готовы 

сформулировать доказываемое утверждение: 
в выбранной параметризации спектр андре-
евских состояний полностью определяется 
только вероятностями туннелирования Ti, j и 
не зависит от оставшихся параметров, диа-
гональных фаз αi,i.

Чтобы показать это, представим ŝe с учетом 
ее симметричности в виде произведения трех 
матриц:

	

 

2 20
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Видно, что в центре находится симметрич-
ная унитарная матрица ŝ0 с действительными 
числами на диагонали. Такая матрица опреде-

ляется ( )1

2

M M -

 
числом параметров. Выберем 

в качестве таковых модули недиагональных 

элементов ,i jT . Тогда остальные величины Ri,i 
и ( )0

,
arg

i j
s  можно выразить через них из условий 

унитарности. Следовательно, матрица ŝ0 полно-
стью определяется параметрами Ti, j. Если под-
ставить разложение (9) в формулу Беенаккера 
(6), то можно показать, что диагональные фазы 
αi,i сокращаются:

	
  

0 0
*2det 1 0.i ie s e sφ φγ -æ ö÷ç - =÷ç ÷çè ø

 

 

	 (10)

Таким образом, в спектр андреевских состо-
яний не входят неизмеряемые набеги фаз отра-
жения. Поэтому, чтобы полностью определить 
уровни энергии, достаточно знать лишь транс-
портные характеристики системы.

3. КВАЗИКЛАССИЧЕСКИЕ ТРАЕКТОРИИ

Сокращение фаз в спектре можно продемон-
стрировать более наглядным способом. Для этого 
представим нормальную часть рассматриваемой 
структуры в виде ориентированного графа (рис. 2), 

по которому могут путешествовать возбуждения. 
Вершина Se/h соответствует нормальному рассея-
нию электрона/дырки на центральной примеси. 
Каждому терминалу отвечают 4 ребра графа: для 
двух типов частиц и двух направлений движения. 
Вершина ( )iAα β®  соответствует андреевскому от-
ражению частицы α в частицу β в терминале i.

Рассмотрим квазиклассическую траекторию 
частицы на графе. Для простоты пусть в начале 
пути она будет электроном. Траектория опреде-
ляется последовательностью терминалов, кото-
рые посещает квазичастица. При таком процес-
се меняются ее модуль и фаза. Нас интересует 
только вторая величина. Покажем, что на тра-
екториях, определяющих связанные состояния, 
набег диагональных фаз сокращается.

Как следует из (9), фаза, приобретаемая элек-
троном при рассеянии из терминала i1 в терми-
нал i2, может быть представлена в виде

	
( )1 1 2 2

1 2

, ,
0

,
arg ,

2 2
i i i i

i i
s

α α
+ +

	
(11)

где величина ( )
1 2

0
,

arg
i i

s  зависит только от коэф-
фициентов прохождения. Вообще говоря, так-
же на пути частицы присутствует набег фаз за 
счет отражения от NS-границ, однако на дока-
зательстве это не сказывается. Из связи *

h es s=  
аналогичное выражение можно записать для 
дырки. Ее набег фаз будет тогда отличаться от 
(11) лишь знаком.

Рассмотрим теперь произвольную квазиклас-
сическую траекторию возбуждения в системе. 
Пусть на своем пути частица проходит после-
довательность терминалов i1 → i2 → ... → ik. По-
сле суммирования вкладов каждого перехода 
получаем, что набранная при этом фаза равна

	
( ) ,1 1 ,,

1
2 2

k ki ii i k αα
+ - + Ф

	  (12)

где Ф не зависит от величин αi,i.
Спектр рассматриваемой структуры опре-

деляется из правила квантования типа Бора– 
Зоммерфельда, поэтому вклад в него дают 
только замкнутые траектории на графе [15]. 
На таких путях полный набег фаз, как видно из 
(12), не зависит от фаз отражения. Хотя на про-
извольных траекториях он, конечно, может 
быть ненулевой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В разделе 2 было показано, что спектр мно-
готерминального джозефсоновского контакта 
полностью определяются транспортными ха-
рактеристиками структуры, если матрица рас-
сеяния удовлетворяет определенным условиям. 
Это также легко видеть и в квазиклассическом 
формализме (раздел 3). Фазы, набираемые 
на замкнутых траекториях в системе, не зави-
сят от величин αi,i.

Требования (7), (8) являются определяющими. 
Невыполнение любого из них влечет за собой 
нарушение тонкого сокращения фаз отражения. 
Симметрию к обращению времени можно лег-
ко нарушить, введя магнитное поле в систему. 
Условие энергонезависимости в области |E | < ∆0 
тоже не всегда может быть выполнено.

Если же матрица удовлетворяет этим требо-
ваниям, то такой джозефсоновский контакт де-
монстрирует нам некоторую универсальность. 
С физической точки зрения это означает, что 
спектры таких систем будут полностью иден-
тичны, если одинаковы их транспортные ха-
рактеристики. Например, на месте централь-
ного рассеивателя может быть любая другая 
сколь угодно сложная нормальная структура. 
Однако если величины Ti,j для новой системы 
остаются такими же, то спектр не поменяется. 
Матрица рассеяния же будет давать некоторое 

эффективное описание центральной части 
контакта без подробностей о ее внутренней 
структуре.

Заметим, что процедура восстановления 
спектра по коэффициентам прохождения в об-
щем случае является трудной задачей. Чтобы ее 
выполнить, вероятно, необходимо выразить все 
недиагональные фазы αi,j матрицы рассеяния 
через величины Ti,j, используя условия унитар-
ности. Однако система уравнений получается 
сложной, и неочевидно, существует ли у нее 
решение.

Интересно, что ровно такая же проблема воз-
никает в задачах физики элементарных частиц, 
поскольку в этой области часто приходится 
иметь дело лишь с вероятностями рассеяния. 
В работе [16] исследовалась задача восстановле-
ния унитарной матрицы по значениям модулей 
ее элементов. Было показано, что в симметрич-
ном случае задача имеет несколько решений, 
однако эти решения отличаются только выбо-
ром знаков при матричных элементах.
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UNIVERSALITY OF THE SPECTRA OF MULTITERMINAL 
JOSEPHSON JUNCTION

A. F. Posadskiia,b, A. G. Semenova,c, Corresponding Member of the RAS P. I. Arseeva

aP.N. Lebedev Physical Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
bMoscow Institute of Physics and Technology (National Research University), Dolgoprudny, Moscow Region, Russia

cSkolkovo Institute of Science and Technology, Moscow, Russia
Andreev bound states are formed in multiterminal structures based on normal metals and 
superconductors. Their spectrum is determined by the system parameters, in particular the scattering 
phases and transmission coefficients at the nodes. The article found conditions under which Andreev 
bound states are universal: they don’t change with any change in the reflection phases. As a consequence, 
the spectrum is completely determined by the transport characteristics of the system. The result was 
obtained for a structure in the form of an normal metal M-finite star, each of the rays (terminals) Nk of 
which is in contact with its superconductor Sk, 1 ≤ k ≤ M. Together they form a multiterminal Josephson 
junction. At the center of the structure there is a non-magnetic impurity with its some scattering matrix.

Keywords: superconductivity, multiterminal structures, Josephson junctions, Andreev bound states
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