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В последнее время значительное внимание в
мировой литературе уделяется мобильным робо-
там, перемещающимся за счет движения внут-
ренних подвижных тел. Такие роботы часто назы-
ваются капсульными роботами или виброробота-
ми, так как внутренние тела (капсулы) совершают
колебательные движения относительно корпуса
робота. Эти роботы имеют ряд преимуществ: они
просты конструктивно, легко поддаются миниа-
тюризации, не имеют внешних подвижных эле-
ментов, их корпуса могут быть гладкими и герме-
тичными. Поэтому капсульные роботы нашли
применение в медицине для диагностики внут-
ренних органов и доставки медикаментов. Такие
роботы могут также использоваться для аппара-
тов, движущихся в различных средах, для техни-
ческой диагностики трубопроводов.

Одной из первых работ по этой тематике была
статья [1]. В работе [2] изучалось вибрационное
перемещение в поле тяжести тела с внутренней
массой при квадратичном внешнем сопротивле-
нии. Оптимальные периодические движения
виброробота в средах с сопротивлением исследо-
ваны в работе [3]. Оптимизации энергозатрат при
движениях вибророботов в различных средах по-
священы статьи [4–7]. В работах [8, 9] исследова-
на динамика мобильных систем с внутренними
массами в средах с сопротивлением. Анализу ди-
намики капсульной системы и оптимизации ее
движений в вязкой жидкости посвящены работы
[10, 11]. Материал по рассматриваемой тематике и

обзор соответствующей литературы представле-
ны в книге [12].

В данной работе рассматривается поступатель-
ное прямолинейное движение тела с внутренней
подвижной массой, которая перемещается с ку-
сочно-постоянной скоростью относительно тела.
Сопротивление внешней среды предполагается
пропорциональным квадрату скорости тела и за-
висящим от направления движения. Построены
движения тела с периодически изменяющейся
скоростью. Найдены условия, соответствующие
наибольшей средней скорости перемещения си-
стемы.

МЕХАНИЧЕСКАЯ СИСТЕМА

Рассматриваемая система состоит из двух
твердых тел: корпуса массы M и внутреннего тела
массы m, которые движутся поступательно и пря-
молинейно (рис. 1). На корпус действует сила со-
противления среды (жидкости) R, пропорцио-
нальная квадрату его скорости. Внутреннее тело
снабжено актюатором и движется в полости внут-
ри корпуса. Предполагается, что, помимо силы
сопротивления R и сил взаимодействия тел, дру-
гих сил на систему не действует.

Обозначим через x и  смещение корпуса и его
скорость относительно неподвижной системы
координат, а через  и w – смещение внутренне-
го тела, его скорость и ускорение относительно
корпуса соответственно. Имеем кинематические
соотношения:

(1)

v

ξ,u

= ξ = = , ,   .x u u wv

УДК 517.977

МЕХАНИКА

1Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского 
Российской академии наук, Москва, Россия
*E-mail: chern@ipmnet.ru



82

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 513  2023

ЧЕРНОУСЬКО

Обозначим через F силу, с которой корпус дей-
ствует на внутреннюю массу, и запишем уравне-
ния движения тел в виде

(2)
Складывая уравнения (2) и вводя обозначения

(3)

получим уравнение
(4)

Нормированная сила сопротивления 
определяется соотношениями

(5)

где  и c– – коэффициенты сопротивления при
движении корпуса вперед и назад соответствен-
но. Для пояснения смысла коэффициентов  c–
рассмотрим движение корпуса по инерции впе-
ред при отсутствии внутреннего тела. Полагая

 в (4) и учитывая соотношения (5) и первое
уравнение (1), получим

Интегрируя это уравнение при начальном
условии  при x = 0, найдем

(6)

Таким образом, коэффициенты  и c– имеют
размерность, обратную длине, и могут быть пред-
ставлены в виде

(7)

где  и L–, согласно (6), есть длины, на которых
скорость тела уменьшается в е раз при движении
по инерции. При предпочтении движения “вперед”
для тела обтекаемой формы имеем  и, следо-
вательно, . Введем безразмерный параметр

(8)
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ПЕРИОДИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ

Рассмотрим следующую простейшую схему
движения системы, при которой скорости изме-
няются периодически с периодом T. Для опреде-
ленности рассматриваем движение между момен-
тами времени непосредственно перед точками t =
0 и . Скорость  внутреннего тела относи-
тельно корпуса считаем кусочно-постоянной и
заданной в виде

(9)

где  и  – положительные постоянные, а  и  –
длительности интервалов движения массы m вперед
и назад, соответственно. Смещение  массы m
относительно корпуса изменяется кусочно-ли-
нейно, причем в моменты  и  эта масса
находится на левом конце полости, а при  –
на ее правом конце. Обозначая через L длину по-
лости, имеет соотношения

(10)

откуда следует равенство

(11)

Зависимости  изображены на рис. 2.

В моменты  и  скорость  изменяет-
ся скачком, что, конечно, является упрощением
возможной реальной ситуации, но позволяет по-
лучить замкнутые расчетные формулы.

=t T ( )u t

= > ∈
= − < ∈ +

1 1

2 1 1 2

( ) 0, (0,  ),
( ) 0, ( ,  ),

u t u t t
u t u t t t t

1u 2u 1t 2t

ξ( )t

= 0t =t T
= 1t t

= = + =1 1 2 2 1 2, ,u t u t L t t T

+ =1 2 1 2( ) .L u u Tu u

ξ( ) и ( )u t t

= 0t = 1t t ( )u t

Рис. 1. Механическая система.
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Рис. 2. Движение внутренней массы.
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Относительное ускорение  внутреннего те-
ла, согласно уравнениям (9), представляется в ви-
де суммы дельта-функций

Тогда из уравнений (4) следует, что скорость
корпуса  испытывает в моменты  и 
разнонаправленные скачки, равные по величине

Введем следующие обозначения:

(12)

и запишем условия на скачках в виде

(13)

Ниже будет построено решение, при котором
скорость , отвечающая заданной зависимости

 из (9), изменяется согласно схеме, изобра-
женной на рис. 3. В силу этого решения имеем
условия

(14)

и неравенства

(15)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ

На интервале , согласно соотношени-
ям (4), (5) и (14), имеем уравнение

Интегрируя это уравнение при начальном
условии  из (12), получим

(16)

Подставляя  в равенство (16), находим, в
соответствии с (12),

(17)

На интервале , согласно соотношениям
(4), (5) и (14), справедливо уравнение

Интегрируя это уравнение при начальном усло-
вии , вытекающем из (12), получим

(18)

Подставим  в равенство (18) и найдем
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Введем обозначения

(20)

Тогда из соотношений (13), (17) и (19) получим:

(21)

Условие периодичности скорости  можно
представить в форме

(22)

Выразим последовательно все , ,
через V при помощи формул (20), (21) и подста-
вим их в условие периодичности (22). В результа-
те получим квадратное уравнение для безразмер-
ной начальной скорости V:

(23)

коэффициенты которого выражаются формулами

(24)

Число параметров можно уменьшить, вводя
безразмерные положительные величины

(25)

через которые выразим  и  при помощи формул

(26)

Разрешая квадратное уравнение (23), получим
в терминах введенных параметров (25):
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Рис. 3. Скорость корпуса.
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(27)

Согласно неравенствам (15), безразмерная
скорость должна лежать в пределах

(28)

Рассмотрим оба решения , определяемые ра-
венством (27).

Сначала рассмотрим решение . Для выполне-
ния условия  необходимо, чтобы .
Условие  приводит к неравенству

(29)
которое не выполняется при . Если же

, то из условия (29) вытекает неравенство
, которое противоречит наложенному

выше условию . Следовательно, решение
 не удовлетворяет условиям (28).
Проверим выполнение условий (28) для ре-

шения

(30)

Пусть сначала . Тогда знаменатель
выражения (30) положителен, и для выполнения
условия  числитель также должен быть по-
ложителен, т.е. должно быть

(31)
Нетрудно проверить, что неравенство (31) вы-

полняется при . Условие  приводит
к неравенству

(32)
При  неравенство (32) выполнено, а при

 оно приводится к условию

которое выполняется при . Таким обра-
зом, при  оба неравенства (28) выпол-
нены.

Рассмотрим теперь случай . Чтобы
имело место неравенство , числитель выра-

жения (30) должен быть отрицателен, как и его
знаменатель. Это условие приводит к неравен-
ству, противоположному неравенству (31), и оно
выполняется при . Проверка условия

 приводит к неравенству, противоположно-
му неравенству (32), и выполняется в рассматри-
ваемом случае .

Итак, решение (30) удовлетворяет условиям (28)
при любых , , если .

Особый случай  приводит в равенстве
(30) к неопределенности вида 0/0. Для его разре-
шения положим  в равенстве (30) и за-
тем перейдем в нем к пределу при . В резуль-
тате получим

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ

Подсчитаем полное перемещение  за пе-
риод движения T . Сначала найдем перемещение

 на интервале . Интегрируя скорость ,
определяемую соотношением (16), получим

(33)

Аналогично, используя равенство (18) для ско-
рости  на интервале , найдем перемеще-
ние на этом интервале:

(34)

Полное перемещение за период запишем,
складывая равенства (33) и (34) и используя обо-
значения (7) и (20):

(35)

В равенство (35) подставим соотношения для
 и  из (21), выраженные через параметры , ,
 и  при помощи равенств (20). Затем преобра-

зуем полученное выражение, используя соотно-
шения (26) и формулу (30) для V. После преобра-
зований получим

(36)
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Выражению (36) можно придать более ком-
пактную форму, если заметить, что числитель во
втором слагаемом можно разложить на множите-
ли и ввести функции

(37)

Учитывая еще обозначение (8), получим из (36):

(38)

Преобразуем выражения (25) для  и  при по-
мощи равенств (20), (7), (8), (10) и (11):

(39)

Естественно предполагать, что параметр ,
введенный в (3), является малым, и поэтому без-
размерный параметр  из (39) также можно счи-
тать малым.

Задаваясь скоростями  и , можно опреде-
лить длительности интервалов  и  при помощи
формул (10) и параметры  согласно (39). Тем
самым все периодическое движение однозначно
определено, и перемещение  за период дается
формулами (37) и (38).

Средняя скорость движения системы опреде-
ляется равенством

(40)

ОПТИМИЗАЦИЯ СРЕДНЕЙ СКОРОСТИ
Предполагаем, что относительная скорость

внутреннего тела ограничена заданной посто-
янной:

(41)

Заметим, что из соотношений (10) и (41) выте-
кает неравенство

откуда следует ограничение на параметры сис-
темы:

(42)

Будем рассматривать два варианта задачи оп-
тимизации средней скорости (40) за счет выбора
скоростей  и  при ограничениях (41). В первом
варианте длительность интервала T предполага-
ется фиксированной, а во втором варианте она
произвольна.

Рассмотрим сначала частный случай α = 1, когда
формулы (37) значительно упрощаются. В этом
случае из соотношений (37) получим

Подставляя эти равенства в формулу (38) при
α = 1, найдем

Считая  малым, получим отсюда

(43)

Из формул (39) при α = 1 имеем

(44)
Подставляя равенство (44) в соотношение (11),

определим

(45)

Для выполнения ограничений (41) необходи-
мо потребовать

что приводит к условию

(46)

где k введено равенством (42). Равенство (43) с
учетом второй из формул (44) принимает вид

а средняя скорость (40) определяется равенством

(47)

Итак, если  и выполнено неравенство
(46), то при фиксированном T скорости  и 
определяются равенствами (44), (45), а средняя
скорость  выражается формулой (47). Если же
неравенство (46) не имеет места, то при  дви-
жение с ограничениями невозможно.

Пусть теперь  и период T не фиксирован.
Подставим в формулу (47) величину T из соотно-
шения (45) и получим

Следовательно, максимальная средняя ско-
рость  при  и нефиксированном T достига-
ется при наибольшем допустимом , т.е. при
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ЧЕРНОУСЬКО

(48)

Обратимся к общему случаю произвольного
, считая  малым. Разложим функции (37) в

ряды по параметру , ограничиваясь членами
первого порядка малости. Получим

Подставим эти разложения в формулу (38) и
получим после упрощений

(49)
где введены обозначения

(50)

Подставляя соотношение (39) для  в равен-
ство (49), получим

(51)
Из первого равенства (39), с учетом обозначе-

ний (50), имеет

(52)
Пусть сначала период T фиксирован. Тогда на

скорости  и  наложена связь, выражаемая равен-
ством (11). Из этого равенства и соотношения (52)
вытекает соотношение

(53)

Подставляя равенство (53) в формулу (51),
найдем среднюю скорость (40) в виде

(54)

где  определено в соотношениях (50).
Дифференцируя функцию , получим

Очевидно, что это неравенство справедливо
при , поэтому функция  монотонно воз-
растает при . Следовательно, максимальная
средняя скорость  из (54) реализуется при мак-
симальном , совместимом с ограничениями
(41). Полагая , определим z из равенства (53)
в виде

(55)

где k введено формулой (42). Заметим, что так как
 согласно (42) и  то значение z из (55)
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лежит в области . Используя формулы (52)
и (55), получим оптимальные значения скоростей
u1 и u2 в виде

(56)

Подставляя оптимальное значение z из (55) в
равенство (54) и учитывая равенство (42), полу-
чим максимальную величину средней скорости
при фиксированном T:

(57)

Обратимся к случаю нефиксированного T. Ис-
пользуя равенство (51), выразим среднюю ско-
рость (40) в виде соотношения

(58)

Дифференцируя функцию  из (50), получим

Отсюда следует, что единственный максимум
функции  при z > 0 достигается при

(59)

Выбирая максимально возможную величину ,
получим из (52)

(60)

Подставляя значения  и  из (60) в равен-
ство (58), имеем:

(61)

Таким образом, максимальное значение сред-
ней скорости  определено равенствами (57) и
(61) при фиксированном и нефиксированном
значении периода T соответственно. Оптималь-
ные значения скоростей внутреннего тела  и 
заданы равенствами (56) и (60) для соответствую-
щих случаев.

Отметим, что оптимальное значение периода Т в
случае нефиксированного Т можно определить,
подставляя значения  и  из (60) в равенство (11).
Получим

Можно проверить, что, как и следовало ожи-
дать, найденные оптимальные значения  боль-
ше или равны соответствующих значений (47) и
(48), полученных в частном случае .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получены соотношения, определяющие по-

ступательное периодическое движение тела с
внутренней подвижной массой в среде с квадра-
тичным сопротивлением. Вычислены параметры
движения, определена его средняя скорость.
Найдены условия, определяющие максимальную
среднюю скорость поступательного движения
при различных ограничениях. Полученные ре-
зультаты могут представлять интерес для управ-
ления подвижными аппаратами.
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OPTIMIZATION OF THE MOTION OF A BODY
WITH AN INTERNAL MASS UNDER QUADRATIC RESISTANCE

Academician of the RAS F. L. Chernouskoa

aA.Yu. Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

Rectilinear motion of a body controlled by a movable internal mass in a medium with a quadratic resistance
is considered. Conditions are obtained that ensure translation of the body with a velocity changing periodi-
cally. The average speed of the motion is determined. Conditions that guarantee the maximum average speed
are established.

Keywords: dynamics, optimization, mobile robot


