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Предложен метод построения точных решений краевых задач теории упругости в прямоугольнике
с ребрами жесткости, расположенными внутри области (неоднородная задача). Решения представ-
ляются в виде рядов по собственным функциям Папковича–Фадля, коэффициенты которых опре-
деляются в явном виде. Метод базируется на соотношении ортогональности Папковича и развитой
авторами теории разложений по собственным функциям Папковича–Фадля в однородных краевых
задачах теории упругости в прямоугольнике (бигармоническая проблема). Последовательность ре-
шения продемонстрирована на примере четно-симметричной задачи для прямоугольника, стороны
которого свободны, а внешняя нагрузка действует вдоль ребра жесткости, расположенного на оси
симметрии прямоугольника.
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ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ 
И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Рассмотрим прямоугольник 
со свободными сторонами. Вдоль его вертикаль-
ной оси  прикреплено ребро жесткости, к кото-
рому приложена нагрузка, действующая вдоль
ребра (плоское напряженное состояние). После-
довательность решения задачи следующая. Сна-
чала рассмотрим неоднородную четно-симмет-
ричную краевую задачу для бесконечной полосы
со свободными сторонами, в которой внешняя
нагрузка действует вдоль оси . Решение этой за-
дачи записывается в виде рядов по собственным
функциям Папковича–Фадля, коэффициенты
которых определяются в замкнутом виде с помо-
щью соотношения ортогональности Папковича
[1–8]. Затем из условия равновесия элементарно-
го участка ребра с помощью разложений в ряд
Лагранжа по собственным функциям Папкови-
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ча–Фадля [9] определим контактные напряжения
между ребром жесткости и пластиной, которые
подставим в решение неоднородной задачи для
полосы. В результате найдем решение для полосы
с ребром жесткости. Наконец, суперпозицией это-
го решения и решения однородной четно-симмет-
ричной задачи для прямоугольника со свободны-
ми горизонтальными сторонами и заданными на
его торцах нормальными и касательными напря-
жениями [10] удовлетворим требуемым гранич-
ным условиям на торцах прямоугольника и тем са-
мым получим решение рассматриваемой задачи.
Таким образом, решения на каждом из трех этапов
представляются рядами по собственным функци-
ям Папковича–Фадля, коэффициенты которых
определяются в явном виде. Благодаря этому уда-
ется построить точное решение задачи.

РЕШЕНИЕ НЕОДНОРОДНОЙ
ЗАДАЧИ В ПОЛОСЕ

Согласно [8] решение неоднородной задачи в
полосе  можно представить в виде
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КОВАЛЕНКО и др.

(1)

В формулах (1) , V(x, y) =
= , где  – модуль сдвига, а  и  –
продольное и поперечное перемещения соответ-
ственно;  – неизвестные коэффициенты разло-
жений;  – комплексные нули целой функции
экспоненциального типа [11]

(2)
Функция  (кроме нулевого) имеет беско-

нечный набор четверок комплексных нулей
 ( ).

Функции

(3)

называются собственными функциями Папкови-
ча–Фадля, соответствующими краевой задаче в
бесконечной полосе со свободными сторонами,

– коэффициент Пуассона.
Коэффициенты Ak определяются с помощью

соотношения ортогональности Папковича [8]:

(4)

В этой формуле числа  и сопряженные с ни-
ми  считаются различными. Поэтому при

 интегралы в (4) будут равны нулю. Умно-
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жим левую и правую части (4) последовательно на
 и , затем сложим получившиеся выражения

и просуммируем их по индексу  Обозна-
чив через

(5)

на основании соотношения ортогональности (4)
найдем

(6)

Формулы для комплексно сопряженных чисел
 получаются из (6) при замене  на . Из усло-

вия симметрии . Поэтому получим

(7)

Пусть  – внешняя нагрузка, действую-
щая вдоль оси  в плоскости пластины, где  –
дельта-функция Дирака [12]. Так как задача чет-
но-симметрична, то  нечетна. Можно пока-
зать, что

(8)

есть взятый с обратным знаком скачок касатель-
ных напряжений при x = 0.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОНТАКТНЫХ 
НАПРЯЖЕНИЙ МЕЖДУ РЕБРОМ 

ЖЕСТКОСТИ И ПОЛОСОЙ
Рассмотрим уравнение равновесия элементар-

ного участка ребра
(9)

Здесь f – площадь поперечного сечения ребра,
 – напряжение в ребре,  – касательные на-

пряжения на стыке ребра и пластины,  – толщи-
на пластины,  – нагрузка, приложенная к реб-
ру жесткости вдоль его оси (нечетная функция).

Обозначим через  модуль упругости ребра.
Воспользовавшись законом Гука для ребра и считая
перемещения в ребре жесткости равными переме-
щениям в пластине при , а , из
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производная по )
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Между собственными функциями Папкови-
ча–Фадля имеется следующая связь, являющаяся
следствием закона Гука и уравнений равновесия в
напряжениях [13]:

(11)

(12)

Подставляя (11) в (12), придем к формуле

(13)

Умножим (13) на некоторые коэффициенты 
и просуммируем получившиеся ряды.

Из условия симметрии задачи

, y)) = 0, 

поэтому

(14)

Подставив (14) в (10), получим

(15)

или (в соответствии с (14))

(16)

Ряды (15), (16) называются рядами Лагранжа
[9] по собственным функциям Папковича–Фад-
ля  и  ( ) соответственно.

Ряды Лагранжа можно рассматривать как
обобщения тригонометрических рядов Фурье.
Теория разложений в ряды Лагранжа по системам
собственных функций Папковича–Фадля бази-
руется на преобразовании Бореля [11] в классе
квазицелых функций экспоненциального типа.

Следуя [9], из (16) для каждого номера k полу-
чим
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 [9]. Формулу для коэффициентов 
представим в виде
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Теперь в формуле (7) надо принять
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РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ
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Согласно [10] решение однородной четно-
симметричной задачи для прямоугольника  в
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КОВАЛЕНКО и др.

Когда на торцах  заданы касательные
напряжения , а нормальные равны нулю,
решение будет таким:

(24)
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где коэффициенты Лагранжа
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Из (24) видно, что
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Примем в формулах (1)  и будем считать,
что при 
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Учитывая (23), (26), отсюда получим
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Из равенства рядов Лагранжа (28) следует ра-
венство их коэффициентов [9]:
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Рис. 1. Распределение нормальных напряжений вдоль оси y в прямоугольнике (сплошная кривая) и в полосе (штриховая).
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Рис. 2. Распределение нормальных напряжений
вдоль оси x в прямоугольнике (сплошная кривая) и в
полосе (штриховая).
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получим решение рассматриваемой задачи для
свободного прямоугольника с ребром жесткости.

Рассмотрим пример. Пусть . В этом
случае

(30)

По формулам (30), (20), (7) найдем неизвест-
ные коэффициенты , входящие в решение за-
дачи. Ниже для иллюстрации приведены два ри-
сунка, на которых показаны распределения нор-
мальных напряжений  в прямоугольнике
(сплошные кривые) и в полосе (штриховые). На
рис. 1 напряжения действуют вдоль ребра жестко-
сти , на рис. 2 – вдоль горизонталь-
ной оси . При вычислениях счи-
талось, что , d = 1, , . Когда

, решения для прямоугольника и полосы
практически совпадают.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В том случае, когда горизонтальные стороны
прямоугольника жестко защемлены, достаточно
в полученных формулах заменить собственные
числа и собственные функции Папковича–Фад-
ля на отвечающие краевой задаче для полосы с за-
щемленными сторонами. К сожалению, для дру-
гих типов однородных граничных условий (на-
пример, когда на сторонах полосы имеются ребра
жесткости, работающие на растяжение-сжатие
и/или изгиб) воспользоваться каким-либо из из-
вестных соотношений ортогональности Папко-
вича невозможно. Это связано с тем, что метод их
построения, независимо от системы координат
(прямоугольная [3, 7], полярная [2], цилиндриче-
ская [4–6]), всегда базируется на переходе к само-
сопряженной краевой задаче в пространстве век-
тор-функций [14]. Получить соотношение орто-
гональности, не зависящее от вида однородных
граничных условий на сторонах полосы, можно,
опираясь на теорию целых функций экспоненци-
ального типа [11] и теорему Пэли–Винера [15].
Отметим, что задачи подобного рода, как прави-
ло, решаются приближенно-аналитически или
численно [16–18].
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EXACT SOLUTIONS TO INHOMOGENEOUS BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
OF THE THEORY OF ELASTICITY IN A RECTANGLE
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A method is proposed for constructing exact solutions to boundary value problems of the theory of elasticity
in a rectangle with stiffeners located inside the region (an inhomogeneous problem). The solutions are rep-
resented by series in Papkovich–Fadle eigenfunctions, the coefficients of which are determined explicitly.
The method is based on the Papkovich orthogonality relation and the theory of expansions in Papkovich–
Fadle eigenfunctions developed by the authors in homogeneous boundary value problems of the theory of
elasticity in a rectangle (the biharmonic problem). The solution sequence is demonstrated with the example
of an even-symmetric problem for a rectangle the sides of which are free, and an external load acts along the
stiffener located on the axis of symmetry of the rectangle.

Keywords: inhomogeneous problem, rectangle, Papkovich–Fadle eigenfunctions, Papkovich orthogonality
relation, exact solutions


