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Методы геометрии полей Янга–Миллса калибровочных преобразований применяются к нахожде-
нию инвариантного лагранжиана в расслоении конфигурационного  пространства X турбулент-
ного потока, определяемого -точечной функцией плотности распределения вероятности 
(ФПРВ). Рассматривается двумерная волновая оптическая турбулентность в случае обратного кас-
када переноса энергии турбулентности при внешнем воздействии в виде белого гауссова шума и
крупномасштабного трения. n-Точечная ФПРВ поля вихря удовлетворяет -уравнению из иерар-
хии Ландгрена–Монина–Новикова (ЛМН), и найдены условия инвариантности уравнения при
внешнем воздействии. Построен лагранжиан, инвариантный относительно подгруппы  –
группы калибровочных преобразований в расслоении пространства X, и сохраняющиеся токи.
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Работа посвящена исследованию [1, 2] о кон-
формной инвариантности n-точечной статисти-
ки линий нулевой завихренности. В [1] методоло-
гия, представленная в [3–5] для вычисления пре-
образований симметрии 1-точечной статистики,
используется при доказательстве конформной
инвариантности -точечной ( ) статистики
изолиний  в случае двумерной гидродинами-
ческой турбулентности в отсутствие внешнего
воздействия и нулевой вязкости. В [2] результаты
работы [1] применены к двумерной волновой оп-
тической турбулентности, которая изучается в
рамках гидродинамического приближения нели-
нейного уравнения Шрёдингера (НУШ) для ве-
сового поля скорости  [6] (оптический фазовый
градиент волновой функции). Получен результат
о конформной инвариантности n-точечной ста-
тистики (вероятностной меры) линии нулевой за-

n > 1n
( )lx

u

вихренности  или контура кластера оптиче-
ских вихрей. Граница кластеров вихрей наблюда-
ется в [7], вне вихревого ядра поле скорости ,
где вариация плотности (оптическая интенсив-
ность волновой функции) от фонового значения

 незначительна. Эксперименты для двухмер-
ных квантовых жидкостей (поляритонов) демон-
стрируют турбулентные состояния, появление
обратного каскада в диссипативных квантовых
жидкостях, совместно с формированием класте-
ров вихрей. Указана возможность определить
вклад сжимаемой и несжимаемой компонент по-
ля скорости  с весовой функцией  ( ,

 – плотность и скорость квантовой жидкости) в
кинетическую энергию турбулентности, необхо-
димую для формирования кластеров вихрей бла-
годаря прямому доступу к измерению фазы кван-
товой жидкости на основе аналогии между кван-
товыми жидкостями и оптическими системами.
Результаты применены к тороидальным оптиче-
ским вихрям. В [8] представлены данные экспе-
риментов формирования тороидальных структур
лучей в оптике. Для обоснования привлекалось

-линейное уравнение Шрёдингера (параболи-
ческое приближение НУШ) при аномальной дис-
персии групповой скорости волнового пакета ,

( , )l tx

≈u v

ρ = 1

ρ= /2u v ρ ρ
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которое является инвариантным при конформ-
ных преобразованиях комплексной прямой ,
где расположены два фазовых элемента . Урав-
нение используется в определенных приближе-
ниях, без учета нелинейных эффектов распро-
странения оптических волн и взаимодействия с
фоном случайных волн. Последнее ведет к тому,
что обоснование подобных структур должно быть
дано в рамках статистической теории с изучением
симметрии статистических распределений поля
завихренности. Расширение симметрии до кон-
формной инвариантности – программа, предло-
женная А.М. Поляковым [9] для -cтатистиче-
ской теории гидродинамической турбулентности.
Цель сообщения – найти условия инвариантно-
сти -уравнению иерархии ЛМН при внешнем
воздействии в виде белого гауссова шума и круп-
номасштабного трения. Построить инвариант-
ный лагранжиан, тензор энергии-импульса и бес-
конечное число сохраняющихся токов в про-
странстве расслоений конфигурационного -
пространства X, что позволяет применить методы
конформной теории поля [10] для статистической
теории турбулентности.

1. ОСНОВНЫЕ КОНСТРУКЦИИ

1.1. Статистическая модель

Статистические выборки рассматриваются на
многообразии X, возможно несвязном и недиф-
ференцируемом. Статистические модели пред-
ставляют собой совокупность вероятностных мер

 (параметризованных переменной )
или функций плотности распределения вероят-
ностей, заданных на некотором пробном про-
странстве  наблюдаемых данных . Cтатисти-
ческая модель физической задачи состоит в выбо-
ре вероятностной меры. Рассмотрим -точечную
выборку , которой соответствуют
наблюдаемые данные  и X как конфи-
гурационное пространство -турбулентного по-
тока такое, что  – значения компоненты за-
вихренности . Пространство состояний
точки  турбулентного потока – одномерное
расслоение  над X. Пространство состоя-
ний n-точечной выборки  – прямое

произведение . Рассмотрим
семейство вероятностных мер  (пара-
метризованных x) на  и стандартную меру Лебе-
га , определенную в . Предполагается, что се-
мейство мер  является абсолютно непрерыв-
ным относительно меры . Тогда отображение

, где  – производная Радо-
на–Никодима, определяет вложение семейства
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 в единичную сферу  гильбертова про-

странства . Производная  яв-
ляется ФПРВ в , вид которой будет приведен
ниже для модели волновой оптической турбу-
лентности.

1.2. Калибровочные преобразования
В соответствии с теорией калибровочных пре-

образований выбирается группа преобразований
(группа Ли), действующая на многообразие X, и
рассматриваем конформные отображения -мно-
гообразия X, которые представляют собой беско-
нечномерную псевдо-группу Ли, реализованную на
комплексной прямой C, действие которой может
быть поднято на расслоение 
многообразия X с базой , где слой  – группа
преобразований . В дифференциальной гео-
метрии такие расслоения называются главными.

1.3. Волновая оптическая турбулентность
Статистическое описание совокупности опти-

ческих вихрей основано на аналогии оптических
и гидродинамических полей [12]. Имея гидроди-
намическое приближение НУШ, определяемое
уравнением Эйлера идеальной несжимаемой
жидкости, уравнения для многоточечных функ-
ций плотности распределения вероятностей ,

, поля вихря  определяются иерархи-
ей ЛМН-уравнений. Мы интересуемся свойства-
ми статистики, которые не зависят от свойств
внешней случайной силы, т.е. инвариантностью,
когда турбулентность реализуется на масштабах,
превышающих радиус корреляции внешней силы
или в обратных каскадах. Для моделирования не-
линейного распространения оптических волн, в
терминах скалярной волновой комплексной
функцией  для огибающих, привлекает-
ся НУШ, которое в обезразмеренных перемен-
ных , ,  и  имеет вид

(1)
Преобразование Маделунга [11]:

где  – оптическая интенсивность,  – фаза
волновой функции, устанавливает соответствие
между оптическими и гидродинамическими по-
лями,  и  удовлетворяют уравнениям Эйлера
для невязкого политропного газа с показателем
адиабаты γ = 2. Таким образом, оптическая ин-
тенсивность представляет собой плотность , оп-
тический фазовый градиент  является скоро-
стью , нелинейное возмущение показателя ре-
фракции соответствует давлению , расстояние,
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пройденное оптической волной, – время t. В точ-
ках , где , фаза  неопреде-
лена, завихренность является распределением
дельта-функции . Переход к скорости u =
= , как это сделано в [6], аппроксимируя 
вблизи xi вихревым решением Питаевского [13]) с
весом , позволяет перейти к локализованному
и быстро убывающему полю завихренности ,
которое все еще сингулярно при r = 0( ),
но уже не является распределением дельта-функ-
ции. Гамильтониан НУШ

(2)

в гидродинамических переменных u,  имеет вид

(3)

 совпадает с гамильтонианом идеальной не-
сжимаемой жидкости. Как показано в [6], га-
мильтониан  является доминантным в разло-
жении  на масштабах движения  радиуса ядра
вихря, где значительно изменение давления  и

 (фоновое значение плотности) для .
Дивергенция поля , т.е. , на этих мас-
штабах движения есть величина , см. [6].
Таким образом, гидродинамическое приближе-
ние НУШ на масштабах движения  определяет-
ся уравнением Эйлера идеальной несжимаемой
жидкости.

1.4. Статистическое описание 
поля оптических вихрей

-Уравнение иерархии ЛМН рассматривается
при внешнем воздействии: белый гауссовый шум
и крупномасштабное экмановское трение, что ве-
дет к статистической стационарности ФПРВ. Ис-
пользуются следующие обозначения: ,
...,  есть -точечная ФПРВ, , ,

 – значение компоненты завихренности
 в точке . Верхний индекс обозна-

чает компоненту вектора. Используя , введем

комплексные переменные , или
. Произвольное fn-уравнение иерар-

хии ЛМН в комплексных переменных принимает
вид [14]
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Первое слагаемое – фрикционное демпфиро-
вание (трение Экмана), посредством которого
энергия взаимодействия сдвигается в большие
масштабы обратного каскада. Второе слагаемое –
возбуждение системы белым гауссовым шумом с
коротким радиусом корреляции,  –
амплитуда внешнего воздействия, , где

.  – действительная часть комплекс-
ного числа. Вектор скорости равен

(6)

(7)

(8)

Класс ФПРВ определяется условиями норма-
лизации, совпадения и разделения ФПРВ [14] на
соответствующих масштабах.

2. КОНФОРМНО-КАЛИБРОВОЧНЫЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СТАТИСТИКИ 

ПОЛЯ ВИХРЯ

2.1. Инфинитезимальный оператор

Калибровочное преобразование – функция
, принимающая значения в группе , действу-

ющей в пространстве расслоений над X. Действие
псевдо-группы Ли конформных преобразований 
может быть поднято на расслоение  многообразия
X с базой . Слой  – группа преобразований
Ли  (алгеброй Ли ), определяемая инфинитизе-
мальным оператором ,  [1]:
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j индексирует , , . Координаты инфи-
нитиземального оператора определяются форму-
лами

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

,  удовлетворяют соотношениям
, , c11, c12 и каждая пара , , …,

,  – произвольные сопряженные гармо-
нические функции. Координаты  и  имеют
вид

(19)

(20)

(21)

(22)

Инфинитезимальный оператор  порождает
(псевдо-)группу Ли  ( , ,  изоморфны),
которая инвариантно преобразует уравнение ха-
рактеристики (4) (см. [1])

(23)

с нулевой завихренностью , ,
и уравнение (4) вдоль . Определим G =
= , как прямое произведение групп Ли

,  есть снова (псевдо-)группа Ли. Под дей-
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(31)
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преобразует E и сохраняет токи. Hj допускает ин-
терпретацию как преобразование эквивалентно-
сти уравнения эйконала (36), сохраняющее длину
луча.
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A GAUGE-INVARIANT LAGRANGIAN DETERMINED BY THE n-POINT 
PROBABILITY DENSITY FUNCTION OF VORTICITY FIELD 

OF THE WAVE OPTICAL TURBULENCE
V. N. Grebeneva and A. N. Grishkova

aFederal Research Center for Information and Computational Technologies, Novosibirsk, Russia
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The geometry methods for Yang–Mills fields of the gauge transformations are applied to finding an invariant
Lagrangian in fiber bundle of the configuration  space  of the turbulent f low defined by the -point
probability density function  (PDF). The two-dimensional wave optical turbulence is considered in the
case of the inverse cascade of energy. The n-point PDF of the vorticity field satisfies the -equation from
the Landgren–Monin–Novikov (LMN) hierarchy. The basic result reads: we construct the Lagrangian
which is invariant under a subgroup  – the group of the gauge transformations in fiber bundles of the
space X and the conserved currents.

Keywords: optical turbulence, Lundgren–Monin–Novikov equations, gage transformation, Lagrangian,
conserved currents
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