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Впервые строится точное решение контактной задачи о взаимодействии с многослойным основа-
нием двух полубесконечных штампов, торцы которых параллельны друг другу. Штампы предпола-
гаются абсолютно жесткими, а расстояние между ними может иметь любую конечную величину. За-
дача является важным этапом в алгоритме построения моделей трещины нового типа в материалах
разных реологий. Механизм разрушения среды трещинами нового типа кардинально отличается от
механизма разрушения среды трещинами Гриффитса и пока изучен слабо. Гриффитс объяснил
происхождение своих трещин с гладкой границей как результат сжатия с боков эллиптической по-
лости в пластине. Трещины нового типа имеют кусочно-гладкую границу, получаются в результате
замены эллипса прямоугольником, сжимаемым с боков. Представленную в статье задачу можно
рассматривать как результат формирования трещины нового типа с абсолютно жесткими берегами
и деформируемой нижней границей. После ее решения появляется возможность перехода к дефор-
мируемым штампам и трещине нового типа в реологической среде. Решение этой задачи оказалось
возможным вследствие построения точных решений интегральных уравнений Винера–Хопфа на
конечном отрезке. 
Показано, как решение одной из ранее не решавшихся точно задач позволяет исследовать и решать
точно другие задачи, выявлять ранее не известные свойства и резонансы. В результате построения
точного решения задачи подтвердился факт о неединственности решения динамических контакт-
ных задач для систем штампов и построено дисперсионное уравнение для нахождения резонансных
частот.
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Обзоры исследований по теории и методам ре-
шения контактных задач для одного штампа на
многослойной среде весьма обширны. Часть из
них изложена в работах [1–20]. Обзоров по тео-
рии контактных задач для совокупностей штам-
пов значительно меньше. В работах [2–5] приво-
дятся некоторые примеры исследований по кон-
тактным задачам для нескольких штампов, где
применяются как аналитические, асимптотиче-
ские, так и численные подходы. Роль этих задач
важна во многих вопросах конструирования и

прочности. В работе [19] предложен один из спо-
собов точного решения достаточно общей кон-
тактной задачи для одного штампа, опирающий-
ся на точное решение интегрального уравнения
Винера–Хопфа на конечном отрезке. В настоя-
щей работе на его основе строится точное реше-
ние контактной задачи для двух полубесконеч-
ных штампов, чем расширены возможности ме-
тода Винера–Хопфа. Заметим, что именно этот
метод, в сочетании с методом блочного элемента,
позволил обнаружить существование трещин но-
вого типа, а с ними и новых землетрясений, на-
званных стартовыми [20]. Этот тип землетрясе-
ний, пока единственный, который можно про-
гнозировать, дал ответ на причины разнообразия
видов подвижек поверхности Земли в зонах эпи-
центров. Все связано с характером взаимного
движения литосферных плит в зоне разлома,
представляющего трещину нового типа [21]. Сле-
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дует заметить, что попытки использования тре-
щин Гриффитса в сейсмологии не дали ожидае-
мого результата, хотя успешны в инженерной
практике. Наиболее детально математически они
исследованы академиком Н.Ф. Морозовым [22],
охватившим широкий спектр теории и приложе-
ний этих трещин. Рассматриваемая в настоящем
сообщении контактная задача для двух абсолют-
но жестких штампов является важным этапом в
алгоритме исследования трещин нового типа в
реологических средах [21]. Можно трактовать эту
контактную задачу как рассмотрение трещины
нового типа, имеющей абсолютно твердые берега
и деформируемое дно, представимое зоной мно-
гослойной среды, на поверхности которой нахо-
дятся штампы. Частный случай этой задачи рас-
сматривался в [23], но только для критического
случая, когда расстояние между торцами штам-
пов стало нулевым и концентрации контактных
напряжений в зоне сближения плит оказывались
сингулярными. Открытым оставался важнейший
вопрос о поведении концентрации контактных
напряжений при изменении расстояния между
штампами и о поведении системы при вибрации.
В работе [24], при изучении высокочастотного
резонанса для двух штампов, был установлен
факт не единственности решения для некоторых
параметров задачи. Однако получить дисперси-
онное уравнение не удалось. В настоящей работе
этот вопрос решается строго математически и мо-
жет служить средством для использования в раз-
личных прикладных вопросах. В частности, в
строительстве возникают проблемы оценки пове-
дения и живучести сооружений, имеющих трес-
нувшие фундаменты. Развиваемый при этом ма-
тематический метод применим при решении ряда
технических проблем, таких как разделительная
дамба разной ширины для водоемов, термоизоля-
ция отдаленных или близких объектов на термо-
упругом основании, электрические поля в зоне
между пьезоэлектрическими объектами на неко-
тором основании, для моделирования самоорга-
низации и самосборки наночастиц при их сбли-
жении [25] и других. Контактная задача для сово-
купностей штампов возникает при создании
элементной базы электроники, фильтров на по-
верхностных акустических волнах, прочности со-
оружений при параллельных креплениях, ста-
бильности креплений шахтных штолен при па-
раллельном их расположении и во многих других
практически важных вопросах прочности.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается многослойная линейно де-

формируемая среда, находящаяся в условиях виб-
рации, описываемой функцией . Считая, что
внешние воздействия на многослойную среду
осуществляются с такой же временной функци-

− ωi te

ей, исключая ее из уравнений и граничных усло-
вий, приходим к стационарной граничной задаче.
На ее верхней границе вводится декартова система
координат таким образом, что ось  направлена
по внешней нормали, оси ,  лежат в касатель-
ной плоскости. Предполагается, что в областях Ω–A

, ΩA 
действуют абсолютно жесткие штампы, контакти-
рующие без трения с многослойным основанием.

Контактная задача, отвечающая этой поста-
новке, описывается системой интегральных урав-
нений вида [1, 2]

(1)

Здесь  – заданные смещения оснований
штампов,  – контактные напряжения.
Считаем, что функция  – четная по обе-
им переменным мероморфная функция двух
комплексных переменных , ее приме-
ры приведены в многочисленных публикациях.
Например, в [2] построены интегральные уравне-
ния для линейно упругого слоя конечной толщи-
ны, жестко соединенного с абсолютно твердым
основанием. Ядро для динамического случая
имеет подобный вид:

Применим к двумерному интегральному уравне-
нию (1) преобразование Фурье по координате .
В результате место координаты  у каждой, под-
вергнутой преобразованию Фурье функции, займет
свободный параметр преобразования Фурье .
Чтобы упростить формулы, временно скроем па-
раметр  введением обозначений
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(2)

В результате принятых замен получим систему
одномерных интегральных уравнений с двумя не-
известными вида

(3)

В случае многослойной среды функция , яв-
ляясь мероморфной, имеет счетное число нулей
zmo и полюсов ξso. Им свойственно асимптотиче-
ское поведение вида

В динамическом случае при достаточно большой
частоте  появляется конечное число веществен-
ных нулей и полюсов. В этом случае представле-
ние ядра интегрального уравнения описывается
интегралом, берущимся по контуру:

Контур  совпадает с вещественной осью всюду,
кроме зон вещественных полюсов, которые обхо-
дятся им по полуокружностям малого радиуса [2].

Составим в преобразованиях Фурье уравнение
перемещения всей поверхности многослойной
среды с учетом обоих контактных зон. Для этого
продолжим систему интегральных уравнений (3)
на всю ось, добавив справа на отрезке  но-
вую неизвестную функцию , представляю-
щую перемещение поверхности среды в проме-
жутках между штампами. Применив к этой систе-
ме уравнений преобразование Фурье по ,
приходим к функциональному уравнению вида
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Здесь  – преобразование Фурье функции
перемещения  в свободной от напряжений
зоны между штампами. В том случае, когда штам-
пы сошлись торцами, имеем  и уравне-
ние принимает вид

(5)

Это уравнение исследовано в [20, 21], где показа-
но, что оно имеет сингулярную концентрацию
контактных напряжений в зоне сближения штам-
пов. Применим для исследования функциональ-
ного уравнения (4) аппарат факторизации функ-
ций [1, 2], позволяющий свести его к отдельным
интегральным уравнениям. С этой целью для чет-
ной функции  осуществим деление всех
членов функционального уравнения (4) на .
В результате получим соотношение
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Осуществим переход от функционального урав-
нения (6) к интегральному уравнению, применив
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Свойства ядра интегрального уравнения (7) обу-
словливают у функции  на бесконечности
асимптотическое поведение вида

Это свидетельствует о том, что интегральное
уравнение, представленное с помощью классиче-
ских функций, является интегро-дифференци-
альным.

Не изменяя это уравнение, приведем его к
представлению, как интегро-дифференциальное,
вынеся дифференциальный оператор. Введем
произвольный параметр  и представим урав-
нение в виде

(8)

Рассматривая в (8) интеграл слева как неизвест-
ную функцию, на которую действует дифферен-
циальный оператор, обратим его, тогда получим
представление вида

(9)

Здесь постоянные обращения дифференциально-
го оператора cm, , нуждаются в определе-
нии, что будет выполнено после построения ре-
шения интегрального уравнения (9).

ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Метод построения точного решения инте-
грального уравнения (9) контактной задачи на
многослойной среде опирается на работу авторов
[19]. Ради краткости и возможности использова-
ния результатов этой работы введем в уравнении
(9) новые обозначения, чтобы воспользоваться
принятыми в работе [19] обозначениями:
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В результате интегральное уравнение (9) приоб-
ретает принятый в работе [19] вид:

(11)

Это позволяет применять использованные там
обозначения и полученные необходимые форму-
лы. Поскольку многослойная среда имеет конеч-
ную толщину, то преобразование Фурье ядра ин-
тегрального уравнения, функция , является
мероморфной в комплексной плоскости пере-
менного  и обладает свойствами, принятыми
в [19]:

В изотропном случае она является четной и мо-
жет представляется в виде .
Здесь целые функции  и  имеют первый
порядок и конечный тип, обладают счетными
множествами нулей, которые предполагаются од-
нократными, имеющими точки сгущения на бес-
конечности в окрестности мнимых полуосей.
Асимптотическое представление нулей и полю-
сов верхней полуплоскости, свойственное много-
слойной среде, имеет вид [19], свойственный
функции :

(12)

Используя описанные нули (12), строятся четные
целые функции ,  в форме бесконеч-
ных произведений [19]. Последние будут иметь
вид

(13)

Они, после деления на P(u), дадут мероморфные
функции, обозначенные .
Их нулями являются , а полюсами ±ξs (12).

С помощью полученных функций построим
мероморфные функции, обозначающие факто-
ризованный в виде произведения вид [19]:
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ПОСТРОЕНИЕ БЕСКОНЕЧНОЙ СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ
Следуя [19], будем искать решение интеграль-

ного уравнения (11) для правой части  в виде

(14)

Внесем его в интегральное уравнение (11), пред-
варительно вычислив представление ядра по вы-
четам и получив выражение [19]

В результате вычислений и приравнивания левой
части интегрального уравнения правой приходим
к бесконечным системам линейных алгебраиче-
ских уравнений вида

(15)

Знаки в системе уравнений берутся в соответ-
ствии с этажностью.

Построенная бесконечная система уравнений
изучалась в [19]. В ней построена обратная к A
матрица A–1, имеющая вид

Для дальнейшего исследования остановимся на
выборе случая верхнего этажа в уравнении (15),
случай нижнего изучается аналогично. Подей-
ствуем для случая верхнего этажа слева обратной
матрицей A–1 на уравнение (15), получим уравне-
ние второго рода вида

(16)
В работе [19] показано, что оно может решаться
методом последовательных приближений для
всех значений параметра a.
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Тогда в этом интервале изменения параметра a на
конечном отрезке  методом последователь-
ных приближений можно построить точное ре-
шение интегрального уравнения Винера–Хопфа,
которое имеет вид

(17)

Средствами функционального анализа, посред-
ством представления функции от бесконечной
матрицы, в виде [19]

(18)

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ ТРЕЩИНЫ 
НОВОГО ТИПА

Построенное решение содержит произволь-
ные постоянные c1, c2, входящие в  (9), кото-
рые необходимо определить. Для их определения
возвратимся к функции  (10). В силу линей-
ности интегрального уравнения построенное ре-
шение имеет представление, в котором указан-
ные постоянные явно выделены. С учетом нали-
чия у решения  данного типа интегрального

уравнения (11) особенности вида  [19], за-
пишем его в форме с этой выделенной особенно-
стью и составляющими решения при постоянных

, , т.е.

(19)

Функции , , являются решениями
интегрального уравнения (11) для функций 
в правой части соответственно. Постоянные 
вычисляются из условия ограниченности функ-
ции  у краев штампов . Соответствующие
уравнения имеют вид

Искомые постоянные принимают значения

На основании полученного результата определя-
ются остальные параметры трещины нового ти-
па, у которой у дна находится многослойная сре-
да, а боковые берега формируются абсолютно
жесткими штампами. Для нахождения контакт-
ных напряжений под штампом подставим вычис-
ленные параметры , , в решение инте-
грального уравнения (19) и затем внесем это най-
денное решение в функциональное уравнение (6).
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В функциональном уравнении осуществим фак-
торизацию всех членов в виде суммы. В результа-
те приходим к традиционному в методе Винера–
Хопфа аналитическому продолжению комплекс-
ных функций, регулярных в верхней и нижней
полуплоскостях на всю плоскость функцией

, являющейся в нашем случае тождествен-
ным нулем [1, 2]:

Здесь скобка  обозначает результат фактори-
зации по параметру  в виде суммы функции, за-
ключенной в скобке, с обеспечением регулярно-
стью в верхней комплексной полуплоскости для
плюса и в нижней полуплоскости – для минуса.

Следуя методу решения функциональных
уравнений Винера–Хопфа [1, 2], таким путем на-
ходим преобразования Фурье контактных напря-
жений под обоими штампами. Они имеют вид, с
учетом временно скрытого параметра  в (2):

Воспользовавшись обозначениями (2) и перейдя
к старым, содержащим параметр , значения
контактных напряжений можем представить в
виде

Полученный результат, в случае динамической
задачи, показывает, что наличие двух штампов
приводит к резонансу в среде и к неединственно-
сти решения контактной задачи для двух штам-
пов при некоторых значениях параметров. Дис-
персионное уравнение, описывающее резонанс-
ные частоты , входит в знаменатели постоянных

, , и имеет вид

Наличие изолированных резонансных частот
подтверждает ранее полученное иным способом
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утверждение о неединственности решений инте-
гральных уравнений динамических контактных
задач для двух абсолютно жестких штампов [24].

ВЫВОД
Построенное точное решение контактной за-

дачи для двух абсолютно жестких штампов позво-
лило не только подтвердить ранее полученный
результат о неединственности решения динами-
ческих контактных задач для совокупности
штампов на многослойной среде, но и получить
дисперсионное уравнение для определения резо-
нансных частот. Полученные результаты могут
найти применение в разных областях инженер-
ной практики. В сейсмологии этот результат по-
казал, что сейсмическая напряженность может
нарастать даже до того, как литосферные плиты
сблизились и вызвали стартовое землетрясение
[20, 21]. Резонанс может побудить этот процесс
колебательными воздействиями с возросшей ам-
плитудой. Эти же процессы приводят в движение
наночастицы при их самоорганизации и само-
сборке [25].
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ON CONTACT PROBLEMS FOR TWO STAMPS 
AND A NEW TYPE OF CRACK MODEL

Academician of the RAS V. A. Babeshkoa,b, O. V. Evdokimovaa, O. M. Babeshkob,
M. V. Zaretskayab, and V. S. Evdokimovb

aSouthern Scientific Center of the Russian Academy of Sciences, Rostov-on-Don, Russia
bKuban State University, Krasnodar, Russia

In this work, for the first time, an exact solution of the contact problem of interaction with a multilayer base
of two semi-infinite stamps, the ends of which are parallel to each other, is constructed. Stamps are assumed
to be absolutely rigid, and the distance between them can have any finite value. The task is an important stage
in the algorithm for constructing models of a new type of crack in materials of different rheologies. The mech-
anism of destruction of the medium by cracks of a new type is radically different from the mechanism of de-
struction of the medium by Griffiths cracks, and has so far been poorly studied. Griffiths formed his cracks
with a smooth border as a result of compression from the sides of an elliptical cavity in the plate. Cracks of a
new type have a piecewise smooth border, resulting from the replacement of an ellipse with a rectangle com-
pressed from the sides. The problem considered in the article can be considered as the result of the formation
of a new type of crack with absolutely rigid banks and deformable lower boundary. Thanks to it, after the solu-
tion, it becomes possible to switch to deformable stamps and a crack of a new type in the rheological medium.
The solution of this problem turned out to be possible due to the construction of exact solutions of the Wie-
ner–Hopf integral equations on a finite segment. The paper shows how the solution of one of the previously
unsolved problems allows us to investigate and solve exactly other problems, to identify previously unknown
properties and resonances. As a result of constructing an exact solution to the problem, the fact that the solu-
tion of dynamic contact problems for stamp systems is not unique was confirmed and a dispersion equation
for finding resonant frequencies was constructed.

Keywords: contact problem, multilayer media, stamps, Wiener–Hopf integral equation, infinite algebraic
systems, resonances


