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Поиск функциональных соотношений между
различными свойствами гетерогенных сред и ма-
териалов является одной из фундаментальных
проблем механики неоднородных сред, имеющей
важное практическое значение. Такие соотноше-
ния становятся особенно полезными при разра-
ботке многофункциональных композиционных
материалов или когда одно свойство сложной
дисперсной среды легче измерить, чем другое.
Известно, что теплопроводность, электро- и маг-
нитостатика, диэлектрическая проницаемость и
диффузия описываются уравнением Лапласа

 и идентичными граничными условия-
ми: на бесконечности – при , , на по-
верхности раздела фаз 

(1)

В уравнении (1) ϕ – потенциал соответствую-
щего скалярного поля; нижний индекс 1 относит
параметры к дисперсионной среде, индекс 2 – к
дисперсной фазе; n – вектор нормали к поверхно-
сти раздела фаз; – обобщенный коэффициент
проводимости [1], который линейным образом
связывает потоки ji (i = 1, 2) и  c соответствую-
щим градиентом скалярного поля
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В уравнении (2): угловые скобки  означают
усреднение локальных параметров среды по пред-
ставительному объему Ω, который намного боль-
ше микроструктурных неоднородностей дисперс-
ной среды, но намного меньше масштаба ее мак-
роскопических неоднородностей ;  –
эффективный обобщенный коэффициент прово-
димости дисперсной среды. Поэтому решение
для эффективного коэффициента теплопровод-
ности дисперсной среды в безразмерном виде

 одинаково пригодно для вычисления коэф-
фициентов электропроводности  и любого
другого безразмерного параметра , ха-
рактеризующего перечисленные выше физиче-
ские процессы.

Значительно сложнее оказалось найти связь
между обобщенным коэффициентом проводимо-
сти дисперсной среды и коэффициентом присо-
единенной массы [2, 3]. Теоретически присоеди-
ненную массу обычно находят, рассматривая те-
чение в приближении идеальной несжимаемой
жидкости [4], кинематика которого, как и тепло-
проводность, описывается уравнением Лапласа,
однако условие на границе фаз отличается. Вме-

сто (1) мы имеем  – условие равенства

компонент скорости нормальных к поверхности
раздела фаз. Поэтому авторы работы [2] пришли к
выводу, что такой универсальной взаимосвязи в
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общем случае не существует. С другой стороны, в
работе [3] в результате сравнительного анализа
уравнений электростатики и линеаризованных
уравнений Навье–Стокса показано, что коэффи-
циенты присоединенной массы и коэффициент
сопротивления дисперсных частиц в суспензии
могут быть выражены точно через параметры ее
диэлектрической проницаемости. Тем самым в
работе [3] фактически доказано существование
соответствующей физической аналогии. Однако
аналитическая зависимость, которая бы связыва-
ла в безразмерной форме эффективные коэффи-
циенты присоединенной массы и обобщенной
проводимости в дисперсной среде, до сих пор ни-
кем не получена.

Рассмотрим статистически однородную и изо-
тропную двухфазную дисперсную среду, состоя-
щую из однородных и изотропных компонентов:
сферических дисперсных частиц и непрерывной
дисперсионной жидкости. Условия соответствия
физической аналогии тепловых и гидродинами-
ческих процессов в таких средах, при условии от-
сутствия гидродинамического взаимодействия
дисперсных частиц, были получены в работе [5].
При этом сравнивались два точных решения для
одиночной сферы: решение динамической зада-
чи о движении сферы в однородном поле скоро-
стей в приближении идеальной несжимаемой
жидкости (уравнение Лапласа плюс уравнение
движения [6]) и аналогичная задача о теплопро-
водности (диэлектрической проницаемости)
одиночной сферы (уравнение Лапласа [7]). В про-
екции на направление внешнего поля  и∇ϕ y

, условия соответствия тепло-гидродина-
мической аналогии имеют следующий вид (далее
везде нижний индекс “y” опущен):

(3)

где , , ρ – плотность, Т – скалярное

поле температур.
Чтобы найти функциональную связь между

эффективными коэффициентами присоединен-
ной массы и теплопроводности, необходимо их
представить в безразмерном виде, как функции
параметров соответствия (3).

Формулы для расчета эффективного коэффи-
циента теплопроводности  следуют не-
посредственно из уравнений (2):

(4)

(5)

где  – объемная концентрация дисперс-
ной фазы.

Формула (4) описывает макроскопическую
(усредненную по объему Ω) теплопроводность
дисперсной среды. Такой процесс теплопередачи
реализуется, если дисперсную среду, объемом Ω,
поместить между горячей Th и холодной Tc плос-
кими стенками (рис. 1), при этом напряженность
внешнего поля .

Гидродинамическим аналогом такого процес-
са теплопередачи является течение дисперсной
среды, в приближении идеальной несжимаемой
жидкости, под воздействием внешнего поля ско-
ростей . Присоединенная масса дис-
персных частиц возникает при нестационарном
процессе, если дисперсную среду, которая перво-
начально находилась в покое относительно инер-
циальной системы отсчета x–y–z (рис. 2а), приве-
сти в движение импульсным образом, мгновенно
изменяя ее скорость на бесконечности от нуля до
W0 = const:

(6)

Уравнение движения дисперсной частицы,
вдали от стенки, в той же (инерциальной) системе
отсчета будет иметь следующий вид [6, 8, 9]:

(7)

В уравнении (7) , а – радиус дисперс-

ной частицы; mw – присоединенная масса.
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Рис. 1. Схема макроскопического процесса теплопе-
редачи в дисперсной среде: 1 – линейное изменение
температуры в слое дисперсной среды ,

, поток тепловой энергии
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С левой стороны уравнения (7) – производная
по времени от импульса дисперсной частицы. С
правой стороны – силы, которые действуют на
дисперсную частицу. Первый член – сила, анало-

гичная силе Архимеда, из-за ускорения , вто-

рой член – сила реакции на дисперсную частицу
из-за инерции присоединенных масс жидкости.
Интегрируя уравнение (7) по времени и заменяя

, , получим формулу для рас-
чета эффективного коэффициента присоединен-

ной массы дисперсной частицы :

(8)

Поскольку из (3) и (5) следует формула соот-

ветствия , то, приравнивая левые

части уравнений (4) и (8), получим искомую
функциональную связь эффективных коэффици-
ентов  и μw:

(9)

Подтвердим справедливость формулы (9),
используя известные теоретические и числен-
ные расчеты других авторов. Впервые теорети-
ческую зависимость коэффициента присоеди-
ненной массы μw от концентрации частиц полу-
чил Зубер [10]:

(10)

Из формулы (10) следует ранее известный ре-
зультат: при  . При выводе форму-
лы (10) Зубер использовал приближение идеаль-
ной несжимаемой жидкости и модель жесткой
сферической “ячейки” (рис. 2б), имеющей сред-
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ний радиус , в центре которой была
помещена сферическая (с радиусом a) дисперс-
ная частица. Скорость частицы относительно
жесткой стенки ячейки задается формулой (6):

. Если предположить, что на динами-
ку данной частицы не оказывают влияние гидро-
динамические поля возмущений от соседних ча-
стиц (гидродинамическое взаимодействие частиц
отсутствует), то жесткая граница ячейки перено-
сится на  и дает граничное условие для дис-
персной среды , . С учетом принци-
па относительности Галилея постановка задачи
Зубером совпадает с постановкой задачи в данной
работе (рис. 2a) и в работах [2, 9, 11].

В работе [2] приведены результаты численных
расчетов присоединенной массы дисперсных ча-
стиц в зависимости от их объемной концентра-
ции при различных пространственных распреде-
лениях частиц – хаотичном и гексагональном
(body-centered cubic arrays – ВСС). При этом, как
и в работе [3], авторы использовали линеаризо-
ванные уравнения Навье–Стокса. На рис. 3 пока-
заны зависимости коэффициента присоединен-
ной массы пузырьков (γ ≪ 1) от их объемной кон-
центрации, полученные различными авторами.
Из рис. 3 видно, что численные расчеты [2] уди-
вительным образом подтверждают справедли-
вость формулы Зубера, которая не учитывает гид-
родинамическое взаимодействие частиц, во всем
расчетном диапазоне концентраций 0 < f2 < 0.5.
При этом характер пространственного распреде-
ления пузырьков (хаотичное или периодическая
гексагональная решетка) практически не влияет
на результаты численных расчетов. Теории ли-
нейного приближения, даже с учетом взаимодей-
ствия частиц [3, 9, 11], дают результат, совпадаю-
щий с численным экспериментом [2] лишь в диа-
пазоне 0 < f2 < 0.1.

Если мы в формулу (9) подставим зависимость
Зубера (10) для коэффициента присоединенной

= 1/3
2l a f

∇ϕ = −2 ( )V t

→ ∞r
→ ∞r ∇ϕ → 0

Рис. 2. Постановка гидродинамической задачи: a – для дисперсной среды, в том числе с учетом взаимодействия сфе-
рических частиц; б – Зубером (N. Zuber) при вычислении присоединенной массы дисперсной частицы “методом
ячейки”.
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массы, то получим знаменитую формулу Макс-
велла:

(11)

которая предназначена для вычисления электро-
и теплопроводности дисперсной среды. В работах
[5, 12] было показано, что формула (11) дает при-
емлемую точность в диапазоне объемных кон-
центраций 0 < f2 < 0.5. Таким образом, формула
Зубера (10) является точным аналогом знамени-
той формулы Максвелла (11), что замечательным
образом подтверждает справедливость получен-
ной нами функциональной зависимости (9) для
случая, когда взаимодействием дисперсных ча-
стиц можно пренебречь.

Проверим справедливость формулы (9) на
примерах теоретических расчетов эффективных
коэффициентов  и μw с учетом гидродинамиче-
ского взаимодействия дисперсных частиц. Если
мы в формулу (9) подставим коэффициент присо-
единенной массы (вычисленный с учетом взаи-
модействия частиц) в первом приближении по
концентрации , то мы полу-
чим эффективный коэффициент теплопроводно-
сти  во втором при-
ближении по концентрации. Поскольку на коэф-
фициент  взаимодействие дисперсных

+ −= =
− +

2

2

1 2β α 1α* , где β ,
1 β α 2

f
f

α*

= + +(1) 2
μ 2 2μ 1 ( )w k f O f

= + + +(1) (2) 2 3
α 2 α 2 2α* 1 ( )k f k f O f

=(1)
α 3βk

частиц влияния не оказывает, нетрудно показать,
что из формулы (9) следует

(12)

Если мы в формулу (12) или (9) подставим ана-

литическую зависимость  +

+ , полученную в работе [11], то, с

учетом (3), получим аналитическую зависимость
 для вычисления эффективного коэф-

фициента теплопроводности во втором прибли-
жении по концентрации:

(13)
На рис. 4 дано сравнение формулы (13) с рас-

четами коэффициентов , полученными в ра-
боте [13] независимым методом в результате ре-
шения задачи о теплопроводности дисперсной
среды с учетом гидродинамического взаимодей-
ствия. Приведены также результаты расчета ко-
эффициента  с использованием формулы (12)
и теоретические данные работ [3, 9].

Из рис. 4 видно, что аналитическая формула
(13), которая является следствием формулы (9),
вполне согласуется с теоретическими расчетами
других авторов с учетом гидродинамического вза-
имодействия дисперсных частиц. Таким образом,
полученная в настоящей работе функциональная
связь эффективных коэффициентов α* и μw (9)
подтверждается и в условиях, когда необходимо

=(2) 2 (1)
α μβ .k k
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+

(1)
μ

1 γ151 4245
48 112641 2γ
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Рис. 3. Зависимость присоединенной массы пузырь-
ков (γ ≪ 1) от их объемной концентрации: 1 – форму-
ла Зубера (10), которая не учитывает гидродинамиче-
ское взаимодействие пузырьков; 2 – зависимость с
учетом гидродинамического взаимодействия пузырь-
ков в линейном приближении.
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ANALYTICAL RELATIONSHIP BETWEEN THE COEFFICIENTS 
OF THE ADDED MASS AND THERMAL CONDUCTIVITY IN A SUSPENSION 

OF SPHERICAL PARTICLES

В. V. Boshenyatova

aInstitute of Applied Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS R.I. Nigmatulin

An analytical dependence between the dimensionless coefficients of the added mass and thermal conductivity
was obtained in a suspension of spherical particles. The dependence is confirmed by comparison with the the-
oretical data of other authors, including at elevated concentrations of dispersed particles, taking into account
their hydrodynamic interaction.

Keywords: suspension, ideal incompressible f luid, added mass coefficient, thermal conductivity coefficient


