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Рассмотрена методология построения трехмерных оболочечных моделей для послойного исследо-
вания напряженно-деформированного состояния трехслойных нерегулярных конических оболо-
чек, все более широко применяемых на практике. Разработка таких моделей позволяет расширить
класс решаемых задач и с необходимой точностью и степенью детализации исследовать напряжен-
но-деформированное состояние в общем случае нерегулярных трехслойных конических оболочек.
Возможности предложенной методологии проиллюстрированы на примере исследования напря-
женно-деформированного состояния трехслойных конических оболочек с прямоугольными в пла-
не вырезами.
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Интерес к трехслойным оболочкам [1, 2] в со-
временной ракетной, авиакосмической, судо-
строительной, строительной и других отраслях
промышленности объясняется стремлением к
уменьшению массы при обеспечении высоких
прочностных, жесткостных и многих других важ-
ных характеристик (стойкость, тепло-, звуко-,
виброизоляционные свойства, а также возмож-
ность регулирования свойств изменением харак-
теристик слоев).

Для ракетных двигателей, для камер и сопел
твердотопливных двигателей [3, 4] важным при
обтекании является высокое качество внутрен-
ней поверхности, обеспечить которое позволяет
применение трехслойных оболочек. Поэтому ча-
сто эффективной для многих современных изде-
лий является трехслойная структура оболочечных
конструкций [2].

Трехслойные оболочки применяются в кон-
струкциях головных обтекателей космической
техники, элементов корпусов ракет, транспорт-
но-пусковых контейнеров, сопловых блоков дви-
гателей на твердом топливе и многих других изде-
лий. Ярким примером широкого применения

трехслойных оболочек могут служить корпуса
транспортно-пусковых контейнеров мобильных
ракетных комплексов (рис. 1) [5, 6].

На практике наибольшее распространение по-
лучили и получают трехслойные оболочки с тонки-
ми и жесткими несущими слоями и сравнительно
толстым, но менее жестким слоем заполнителя [7].
Для расчета напряженно-деформированного со-
стояния (НДС) таких конструкций необходимо
разрабатывать модели, учитывающие моментное
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Рис. 1. Пример применения трехслойных конических
оболочек.
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состояние в несущих слоях и трехмерное НДС в
слое заполнителя.

Построение адекватных моделей, позволяю-
щих учесть важные особенности, которые в на-
стоящее время учитываются недостаточно точно,
а некоторые из особенностей вообще не учитыва-
ются, является актуальной научной проблемой,
имеющей важное прикладное значение.

Осуществить построение таких моделей и по-
лучить на их основе решение поставленных задач
позволяет подход послойного анализа [7, 8].

При послойном моделировании получение
аналитических решений для большого числа ак-
туальных научных и важных практических задач
по расчету напряженно-деформированного со-
стояния трехслойных и слоисто-неоднородных
оболочек, особенно ослабленных прямоугольны-
ми в плане вырезами, сталкивается с непреодоли-
мыми математическими сложностями.

Следует отметить, что вопросы расчета трех-
слойных сферических оболочек с малыми круго-
выми, эллиптическими и криволинейными от-
верстиями рассматривались в работах Г.А. Вани-
на и его соавторов, например, в [9].

Аналитико-численный метод конечных тел
решения краевой задачи для цилиндрической ор-
тотропной оболочки с немалым прямоугольным
отверстием рассмотрен в работе [10].

Концентрация напряжений около отверстий в
трансверсально-изотропных оболочках рассмат-
ривалась в монографии [11].

Недостаточная изученность проблемы иссле-
дования напряженно-деформированного состоя-
ния трехслойных конических оболочек с прямо-
угольными в плане вырезами связана с большими
сложностями получения решения. Это приводит
к необходимости применения численных мето-
дов.

Наиболее подходящим для решения указан-
ных задач является метод конечных элементов
(МКЭ), позволяющий создавать модели, с помо-
щью которых можно проводить послойное ис-
следование в общем случае нерегулярных трех-
слойных оболочек с прямоугольными в плане
вырезами.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В представленной работе подход послойного

анализа реализуется с помощью построенных ко-
нечно-элементных моделей (КЭМ) естественной
кривизны, точно представляющих геометриче-
скую форму исследуемых трехслойных кониче-
ских оболочек. Подход состоит в построении по
толщине оболочки блоков из оболочечных ко-
нечных элементов (КЭ) моментных несущих сло-
ев (двумерные КЭ) и КЭ слоя заполнителя (трех-
мерные КЭ) (в отличие от работы [12], в которой

рассматриваются блочные элементы и аналити-
ческие решения граничных задач для систем диф-
ференциальных уравнений).

Использование различных аппроксимирую-
щих функций в двумерных и трехмерных оболо-
чечных конечных элементах при моделировании
соответственно напряженно-деформированного
состояния в моментных несущих слоях и слое за-
полнителя приведет к разрыву обобщенных пере-
мещений на поверхностях стыковки этих КЭ.

В работе применен подход, позволяющий из-
бежать такого разрыва аппроксимирующих
функций перемещений на поверхностях стыков-
ки оболочечных КЭ несущих слоев и КЭ слоя за-
полнителя [7]. Разработанный подход построе-
ния аппроксимирующих функций перемещений
для оболочечных трехмерных конечно-элемент-
ных моделей проиллюстрирован на примере в об-
щем случае нерегулярных трехслойных кониче-
ских оболочек. Следует отметить, что рассмот-
ренные модели применимы для послойного
исследования напряженно-деформированного
состояния в общем случае нерегулярных трех-
слойных оболочек вращения и конической, и ци-
линдрической формы, т.е. трехслойных оболочек
вращения нулевой гауссовой кривизны, охваты-
вающих широкий круг конструкций.

АППРОКСИМИРУЮЩИЕ ФУНКЦИИ 
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ДЛЯ ДВУМЕРНОЙ 
КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЙ МОДЕЛИ 
НЕСУЩИХ СЛОЕВ ТРЕХСЛОЙНЫХ 

НЕРЕГУЛЯРНЫХ КОНИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК

Если несущие слои рассматриваемой трех-
слойной оболочки являются достаточно тонкими
и жесткими, то для моделирования НДС в них
применяются КЭ моментных оболочек Кирхго-
фа–Лява [13].

При построении моделей послойного иссле-
дования напряженно-деформированного состоя-
ния трехслойных нерегулярных конических обо-
лочек рассмотрим прямоугольные в плане КЭ
естественной кривизны для несущих слоев и слоя
заполнителя. Конечные элементы для моделиро-
вания НДС в несущих слоях имеют четыре узла с
тремя линейными перемещениями и двумя угла-
ми поворота нормали к срединной поверхности
соответствующего несущего слоя. Таким обра-
зом, КЭ несущих слоев имеет двадцать степеней
свободы.

Для улучшения сходимости рассматриваемых
моделей применены аппроксимирующие функ-
ции, включающие перемещения как жесткого це-
лого [7], полученные интегрированием геометри-
ческих соотношений, связывающих деформации
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с перемещениями [13], при нулевых значениях
деформаций.

Аппроксимирующие функции перемещений
как твердого тела запишем через шесть неопреде-
ленных коэффициентов α1, …, α6, являющихся
константами интегрирования, оставшиеся че-
тырнадцать неопределенных коэффициентов
α7, …, α20 (число неопределенных коэффициен-
тов α1, …, α20 равно числу степеней свободы КЭ)
отвечают за перемещения, вызванные деформи-
рованием несущего слоя.

Вид аппроксимирующих функций перемеще-
ний несущих слоев трехслойной нерегулярной
конической оболочки вращения представлен в
табл. 1.

Здесь u, , w – перемещения точек на средин-
ной поверхности каждого несущего слоя трех-
слойной конической оболочки; х, β – координа-
ты на срединной поверхности каждого несущего
слоя: х – линейная координата, направленная
вдоль меридиана, β, r –угловая координата и ра-
диус окружности в плоскости, перпендикулярной
оси оболочки; c = cosγ, s = sinγ, s1 = sinβ, c1 = cosβ,
r = R2cosγ, γ – угол конусности, R2 – радиус кри-
визны срединной поверхности несущего слоя
трехслойной конической оболочки [14]. Местные
системы координат у конечных элементов несу-
щих слоев и слоя заполнителя расположим на
срединной поверхности этих КЭ.

Подставив функции, аппроксимирующие пе-
ремещения конечного элемента несущих слоев
трехслойной конической незамкнутой оболочки
вращения (табл. 1), в выражения для углов пово-
рота нормали ( , ) к срединной поверхности
относительно осей x, β, после проведения необ-
ходимых математических операций получим за-
пись  и  через вектор неопределенных коэф-
фициентов:

(1)

Сходимость, достоверность и точность модели
конечного элемента несущих слоев трехслойной
незамкнутой оболочки вращения, построенной
на основе рассмотренных аппроксимирующих
функций перемещений, подтверждена сопостав-
лением с аналитическими и численными реше-
ниями на известных и широко распространенных
для оболочечных конечных элементов тестах [7],
а также сравнением с экспериментальными дан-
ными для конической оболочки.

v
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АППРОКСИМИРУЮЩИЕ ФУНКЦИИ 
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ДЛЯ ТРЕХМЕРНОЙ 

КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЙ МОДЕЛИ СЛОЯ 
ЗАПОЛНИТЕЛЯ ТРЕХСЛОЙНЫХ 
НЕРЕГУЛЯРНЫХ КОНИЧЕСКИХ 

ОБОЛОЧЕК

Для того чтобы избежать разрыва перемеще-
ний на конических поверхностях стыковки дву-
мерных и трехмерных оболочечных конечных
элементов при моделировании соответственно
НДС в моментных несущих слоях и слое заполни-
теля, на внутренней и внешней конических по-
верхностях КЭ заполнителя (КЭЗ) применим
рассмотренные выше аппроксимирующие функ-
ции перемещений КЭ несущих слоев. Для этого в
каждом из восьми узлов, находящихся в угловых
точках на внутренней и внешней конических по-
верхностях конечных элементов слоя заполните-
ля, назначаются те же пять узловых обобщенных
перемещений, что и у КЭ несущих слоев.

В соответствии с предложенным подходом по-
строения трехмерных оболочечных КЭ-слоя за-

Таблица 1. Матрица аппроксимирующих функций пе-
ремещений конечного элемента несущих слоев трех-
слойной конической незамкнутой оболочки вращения
(в пустых клеточках таблицы коэффициенты равны
нулю)

u w

α1 s c1 – s1 c c1

α2 s s1 c1 c s1

α3 r c c1 x c s1 –(rs +х)c1

α4 r s s1 – x c c1 –(rs +х)s1

α5 c – s

α6 r + xs

α7 x

α8 β
α9 x β
α10 β
α11 xβ
α12 xβ
α13 x2

α14 β2

α15 x2β
α16 xβ2

α17 x3

α18 β3

α19 x3β
α20 xβ3

v
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полнителя (индекс f) вектор перемещений в этих
конечных элементах  запишем че-

рез векторы перемещений на внутренней  и

внешней  конических поверхностях конечного
элемента слоя заполнителя:

(2)

где , , j – номер конеч-

ного элемента по толщине слоя заполнителя,
считая от его внутренней поверхности,  – нор-
мальная координата к срединной поверхности
j-го КЭ по толщине слоя заполнителя,  – тол-
щина j-го трехмерного КЭ-слоя заполнителя.

В этих выражениях и далее верхние индексы 1,
2 соответствуют внутренней и внешней кониче-
ским поверхностям j-го КЭ-слоя заполнителя.

Аппроксимирующие функции перемещений
конечных элементов несущих слоев приведем к
соответствующей конической поверхности сты-
ковки с КЭ-слоя заполнителя с помощью матриц
перехода аналогично тому, как это приведено в
работе [15] для слоистых конечных элементов
оболочки вращения двойной кривизны, постро-
енных на основе модели Тимошенко для пакета
слоев.

Если слой заполнителя трехслойной оболочки
моделируется по толщине одним трехмерным ко-
нечным элементом, то его конические поверхно-
сти будут являться поверхностями раздела с несу-
щими слоями.

Запишем векторы перемещений КЭ несущих
слоев на поверхностях сопряжения с КЭ-слоя за-
полнителя, где нижний индекс 1 относится к
внутреннему, а 3 к внешнему несущему слоям

(3)

где ,  – толщина, соответственно, внутренне-
го и внешнего несущих слоев трехслойной кони-
ческой незамкнутой оболочки вращения.

Тогда условия стыковки в векторной форме
примут следующий вид для случая одного КЭЗ по
толщине слоя заполнителя трехслойной кониче-
ской незамкнутой оболочки вращения:

(4)

С учетом (1)–(4) и зная аппроксимирующие
функции перемещений КЭ несущих слоев трех-
слойной конической незамкнутой оболочки вра-
щения (табл. 1), после проведения необходимых
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математических операций получим аппроксими-
рующие функции перемещений трехмерного
КЭЗ для случая одного конечного элемента по
толщине слоя заполнителя (т.е. когда j = 1), запи-
санные с помощью сорока неопределенных ко-
эффициентов α1,…,α40:

(5)

При этом приняты следующие обозначения:

, ; r1, r3 – радиусы окружностей в
плоскостях, перпендикулярных оси вращения
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оболочки, и относящиеся к срединным поверх-
ностям внутреннего и внешнего несущих слоев.

Подставляя полученные аппроксимирующие
функции перемещений трехмерных КЭ-слоя за-
полнителя трехслойных нерегулярных кониче-
ских оболочек в геометрические соотношения
для трехмерного тела, связывающие деформации
с перемещениями [1], и проведя дифференциро-
вание и необходимые математические операции,
получим выражения для вектора обобщенных де-
формаций КЭ-слоя заполнителя, записанные с
помощью вектора неопределенных коэффициен-
тов.

Используя для КЭ-слоя заполнителя физиче-
ские соотношения (закон Гука), с учетом полу-
ченных выражений для вектора обобщенных де-
формаций КЭ-слоя заполнителя получим зави-
симости для вектора напряжений в КЭ-слоя
заполнителя, записанные с помощью вектора не-
определенных коэффициентов, а затем с помо-
щью вектора узловых перемещений.

Получив выражения для вектора напряжений
и вектора обобщенных деформаций для трехмер-
ных конечных элементов слоя заполнителя, из
условия минимума полной потенциальной энер-
гии (вариационный принцип Лагранжа) [13] на-
ходятся выражения для записи матрицы жестко-
сти КЭ-слоя заполнителя трехслойной кониче-
ской незамкнутой оболочки вращения.

Определив выражения для матриц жесткости
КЭ несущих слоев и слоя заполнителя, дальней-

шее решение задачи проводится с помощью алго-
ритмов метода перемещений МКЭ.

ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР

Рассмотренные модели применены для иссле-
дования напряженно-деформированного состоя-
ния трехслойных конических оболочек с прямо-
угольными в плане вырезами.

Решена задача о влиянии размеров вырезов,
равноудаленных от шарнирно опертых краев (на
верхнем крае малого основания возможно пере-
мещение по оси х), на напряженно-деформиро-
ванное состояние трехслойного конического от-
сека с несущими слоями из углепластика при на-
гружении равномерно распределенным внешним
давлением р.

Характеристики трехслойного отсека. Для несу-
щих слоев:  кг/см2,  кг/см2;

 кг/см2; ;  см,
 см;  см;  см. Для

слоя заполнителя:  кг/см2;  =
= 2000 кг/см2;  кг/см2. Здесь R1, R2 –
внутренние радиусы малого и большего основа-
ний трехслойного конического отсека; L – длина
отсека; ,  – толщина внутреннего и внешнего
несущих слоев трехслойного отсека. Угол раство-
ра выреза равен 10°, длина выреза lВ по оси х изме-
нялась в диапазоне 30–90 см.

= × 5
1 7 10E = × 5

2 6.3 10Е
= × 5

12 0.5 10G μ =2 0.25 =1 139.2R
=2 217.2R = =1 3 0.3h h = 214.4L

=3 1500E 13G
=23 3000G

1h 3h

Рис. 2. Влияние длины прямоугольного выреза на наибольшие напряжения в несущих слоях и заполнителе трехслой-
ной конической оболочки.
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БАКУЛИН

Некоторые результаты расчетов приведены на
рис. 2. Влияние размеров прямоугольного в плане
выреза на напряжения в несущих слоях трехслой-
ного конического отсека показано на рис. 2а, на
наибольшие напряжения в заполнителе (напря-
жения поперечного сдвига τ13) на рис. 2б.

При этом , , где  –
напряжения во внутреннем несущем слое в обо-
лочке без выреза, i = 1, 3 – внутренний и внешний
несущие слои трехслойного отсека; t = N, t = M –
соответственно мембранные и моментные напря-
жения в несущих слоях; ∆ и тире – место в районе
угла и середины прямолинейного края выреза.
Индексы Н, В у напряжений соответствуют ниж-
ней и верхней угловым точкам отверстия, т.е. уг-
ловые точки с индексом В находятся на верхнем
краю с меньшим радиусом, а угловые точки с ин-
дексом Н – на нижнем краю с большим радиусом.

Таким образом, получены результаты исследо-
вания напряженно-деформированного состоя-
ния слоев трехслойной конической оболочки с
прямоугольными в плане вырезами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена методология построения трех-

мерных оболочечных моделей для послойного
исследования напряженно-деформированного
состояния трехслойных нерегулярных кониче-
ских оболочек, находящих все более широкое
применение в современной технике. Приведен
подход получения аппроксимирующих функций
перемещений в конечных элементах слоя запол-
нителя, позволяющий избежать разрыва обоб-
щенных перемещений на поверхностях стыковки
с моментными несущими слоями трехслойных
нерегулярных конических оболочек. Рассмотрен-
ные модели расширяют класс решаемых задач по
расчету напряженно-деформированного состоя-
ния в общем случае нерегулярных трехслойных
конических оболочек. Проведены исследования
напряженно-деформированного состояния в
слоях трехслойной конической оболочки с пря-
моугольными в плане вырезами.
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THREE-DIMENSIONAL SHELL MODEL FOR LAYER-BY-LAYER STUDY
OF THE STRESS AND STRAIN STATE OF IRREGULAR CONICAL 

SANDWICH SHELLS
V. N. Bakulina

aInstitute of Applied Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS A.M. Lipanov

A methodology for constructing three-dimensional shell models for the layer-by-layer study of the stress and
strain state of irregular sandwich shells, which are increasingly used in practice, is proposed. An original ap-
proach is considered for obtaining approximating displacement functions in the finite elements of the core
layer, which does not lead to a discontinuity in the generalized displacements on the interfaces with moment
skin layers. The development of such models makes it possible to significantly expand the class of problems
to be solved and, with the necessary accuracy and degree of detail, for the first time to study the stress and
strain state in the general case of irregular sandwich shells in a wide range of variation in the geometric and
physical and mechanical characteristics of the layers. The possibilities of the proposed methodology are il-
lustrated by the example of the study of the stress and strain state of conical sandwich shells with rectangular
cutouts.

Keywords: three-dimensional shell models, layer-by-layer analysis, stress and strain state, irregular sandwich
shells, rectangular cutouts


